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Предисловие

Предлагаемая вниманию старшеклассников и учи ­
телей математики книга продолжает серию книг для 
подготовки к Е ГЭ  по математике.

Н астоящ ая книга посвящ ена задаче 14 (С2) по 
стереометрии. Не секрет, что геометрические задачи 
вызывают у учащихся и абитуриентов неподдельный 
страх и наибольшие затруднения. Достаточно отме­
тить, что многие абитуриенты, как правило, обходят 
решения геометрических задач на Е ГЭ . Трудности 
вызывают прежде всего выполнение чертежа, построе­
ние, не говоря уже о трудностях при нахождении идеи 
решения.

Книга состоит из четырех разделов.
В  первом разделе для удобства пользования книгой 

приводятся краткие теоретические сведения по курсу 
стереометрии, сопровождаемые необходимыми опре­
делениями, свойствами и справочными материалами.

Изложение материала сжатое, в конспективной 
форме, но достаточное, чтобы им мог пользоваться не 
только старшеклассник, но и тот, кто незнаком с ка­
ким-либо разделом, и тот, кто окончил школу ранее и 
изрядно позабыл материал.

Во втором разделе приводятся 700 задач для са­
мостоятельного решения на нахождение углов и рас­
стояний в пространстве, которые развивают геомет­
рические представления, лежащие в основе решения 
любых задач по стереометрии.

В  третьем разделе автором собраны разные задачи 
на многогранники и фигуры вращения. В  конце раз­
дела приводятся задачи, решаемые с помощью метода 
координат.

В  заключительном, четвертом, разделе приводятся 
подробные решения к наиболее трудным задачам.
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Ко всем задачам в конце книги даны ответы, что 
дает возможность проверить правильность решенной 
задачи.

В  дополнение к этой книге и для основательной 
подготовки к урокам и Е Г Э  автор настоятельно реко­
мендует использовать вышедшие в издательстве «Фе­
никс» книги автора: «Геометрия. Задачи на готовых 
чертежах для подготовки к ЕГЭ . 10-11 классы», 2015; 
«Новый репетитор по геометрии для подготовки к ОГЭ 
и Е ГЭ . 7-11 классы», 2015; «Тренировочные упраж­
нения по математике для подготовки к ОГЭ и Е ГЭ  
(профильный уровень)», 2015.

Разлел I

КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ 
СВЕДЕНИЯ ПО КУРСУ 
СТЕРЕОМ ЕТРИИ ДЛЯ 
X-XI КЛАССОВ

При решении задач по стереометрии возрастают 
требования к качеству чертежа и его наглядности.

Освоение принципов и техники построения про­
странственного чертежа — необходимое условие для 
успешного решения задач.

Пространственные тела можно условно разделить 
на удобные для пространственного изображения и 
неудобные. К  первой категории относятся многогран­
ники: параллелепипед, треугольная призма, треуголь­
ная и четырехугольная пирамида. Все остальные бу­
дем считать неудобными для изображения.

В  некоторых случаях при решении задач можно во­
обще обойтись одним плоским чертежом или несколь­
кими (в случае необходимости) и не строить простран­
ственное изображение.

Основным средством решения задач является ана­
литический метод.

§1. Многогранники

К  этому разделу отнесем два основных типа задач:
1) задачи на вычисление;
2) задачи на сечения.
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К  задачам на вычисление относятся те, где требуется 
найти линейные элементы правильных призм и пира­
мид, а именно: сторону основания, боковое ребро, апо­
фему и т. д., далее угловые элементы: двугранные углы 
при основании, линейные углы при вершине; площади: 
боковой поверхности, полной поверхности, основания.

В  основе второго типа задач — задач на построение 
лежит умение построить сечение данного многогран­
ника плоскостью  и определить вид этого сечения. 
В  задачах этого типа сечение задается точкой и пря­
мой, тремя точками, двумя точками и прямой, парал­
лельной плоскостью сечения и т. д.

Многогранником называется тело, граница которо­
го состоит из многоугольников.

Эти многоугольники называются гранями, их сто­
роны — ребрами, а вершины — вершинами много­
угольника.

Отрезки, соединяющие две вершины, не лежащие на 
одной грани, называются диагоналями многогранника.

Многогранники бывают выпуклые и невыпуклые.
Если  многогранник целиком расположен по одну 

сторону от плоскости каждой его грани, то он называ­
ется вы пуклы м .

Например, тетраэдр, октаэдр, параллелепипед — 
выпуклые многогранники.

Все грани выпуклого многогранника являются вы ­
пуклыми многоугольниками.

В  выпуклом многограннике сумма всех плоских уг­
лов при каждой его вершине меньше 360 .

1. Призма
Призмой (рис. 1) называется многогранник, у кото­

рого две грани A B C D E  и A 1B 1C1D 1E 1 (основания приз­
мы) — равные многоугольники с соответственно парал­
лельными сторонами, а все остальные грани (Л А ^ В ;  
В В гСгС и т. д.) — параллелограммы, плоскости кото­
рых параллельны одной прямой (АА19 В В Х и т. д.).

Разлел /. Краткие теоретические свеления • » 7

П а р а л л е л о г р а м м ы  
BB jC jC  и т. д. назы­

ваются боковыми гранями, 
а ребра А А Х, В В Х и т. д. назы­
ваются боковыми.

Перпендикуляр F F l9 опу­
щенный из любой точки од­
ного основания на плоскость 
другого, называется вы со ­
той призмы.

Если  в основании приз­
мы лежит треугольник, че­
ты рехугольник и т. д., то 
призма называется соответ­
ственно треугольной, четы ­
рехугольной и т. д.

Призма называется пря­
мой, если боковые ребра
перпендикулярны к основаниям, в противном случае 
призма называется наклонной.

Если  в прямой призме основание — правильный 
многоугольник, то призма называется правильной.

У  правильной призмы все боковые грани — равные 
прямоугольники.

Сечение, которое образовано плоскостью, перпен­
дикулярной боковому ребру призмы, называется пер­
пендикулярным сечением (см. рис. 1).

В
Рис. 1

Произвольная призма
V  = <S0CH. • Н ; V = S ce4,- l;

S 6„ к. + 2S0CH.

П р ям а я  призма

б̂ок. РUU*. Н ’ п̂олн. б̂ок. Ŝqch.; V  Soch. * Н . 
Замечание . Д ля произвольного параллелепипеда 

справедливы те же Формулы.
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2. Параллелепипед

Рис. 2

Рис. 3

Параллелепипедом назы ва­
ется призма, основание кото ­
рой — параллелограмм (рис. 2).

У  параллелепипеда 6 граней 
и все они параллелограммы.

Противоположные грани по­
парно равны и параллельны.

Параллелепипед имеет 4 диа­
гонали, которые пересекаются 
в одной точке и делятся в ней 
пополам.

Любая грань параллелепипе­
да может быть принята за осно­
вание.

Параллелепипед, у которого 
боковые грани — прямоугольни­
ки, называется прямым.

Прямой параллелепипед, у 
которого все грани — прям о­
угольники, называется прямо­
угольным (рис. 3).

Прямоугольный параллелепи­
пед, у  которого все грани квад­
раты, называется кубом.

П рям оугольны й параллелепипед (см. рис. 3):

вбок. = Р  ' Н  = 2(а + b)c; V  = аЬс;
S nолн. = 2(аЬ + Ъс + ас); d2 = а2 -г Ь2 + с2.

Куб
Если а — ребро куба, то

V  = a3; d = a j 3 ; S n 6 а2.

Разлел I. Краткие теоретические свеления •>» 9

3. Пирамида
П ирам идой  назы вается  м

м ногогранник, у которого 
одна грань — основание пира­
миды — произвольный мно­
гоугольник A B C D E  (рис. 4), 
а остальные боковые грани — 
треугольники с общей верши­
ной М .

Перпендикуляр М О , опу­
щенный из вершины на ос­
нование, называется высотой 
пирамиды.

Если  в основании пира­
миды треугольник, четырех- м
угольник и т. д., то пирами­
да называется треугольной, 
четырехугольной и т. д.

Треугольная пирамида на­
зывается тетраэдром (четы- с
рехгранником).

Если в основании пирами­
ды лежит правильный мно­
гоугольник, а высота прое­
цируется в центр основания, 
то пирамида называется пра­
вильной (рис. 5). Рис. 5

В  правильной пирамиде 
все боковые ребра равны, все боковые грани — равно­
бедренные треугольники.

Высота боковой грани M D  называется апофемой 
правильной пирамиды.

Произвольная пирамида
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Правильная пирамида (рис. 5)

S 6oK= - Р '/ г ;  S 6 =
cos ср

+ S n V  =  - s 0 
3

я .

Если в пирамиде провести сечение, параллельное 
основанию, то часть пирамиды, заключенная между 
секущей плоскостью и основанием, называется усе­
ченной пирамидой (рис. 6).

Параллельные грани усеченной пирамиды (A B C  и 
A jB jC j) называются ее основаниями; расстояние ме­
жду ними (ОО,) — высотой.

Усеченная пирамида называется правильной, если 
пирамида, из которой она получена, была правильной.

Все боковые грани правильной усеченной пирами­
ды — равные равнобедренные трапеции.

Высота боковой грани называется апофемой пра­
вильной усеченной пирамиды.

Произвольная усеченная пирамида 

НУ =  — (S l+ S2+ J s & ) .
о

Правильная усеченная пирамида (рис. 6)

С

5бок.

где Р г, Р 2 — периметры 
оснований.

п̂олн. = б̂ок. + <S] + S 2, 
где S x, S 2 — площади ос­
нований.

Рис. 6

Разлел I. Краткие теоретические свеления •»» 11

4. Дополнительные соотношения между 
элементами призмы и пирамиды

1. Если в пирамиде М А 1А 2..А.п все боковые ребра об­
разуют с плоскостью основания равные углы (рис. 7), 
длины всех боковых ребер равны, то вершина М  пи­
рамиды проецируется в центр окружности, описанной 
около основания пирамиды (эта точка О является так­
же точкой пересечения серединных перпендикуляров, 
проведенных к сторонам основания пирамиды).

М

2. Если  в пирамиде М А 1А 2...АП все боковые грани 
образуют с основанием равные углы и длины всех апо­
фем боковых граней равны, то вершина М  пирамиды 
проецируется в центр окружности, вписанной в осно­
вание пирамиды. Эта точка является такж е точкой 
пересечения биссектрис углов в основании пирамиды 
(рис. 8).

3. Если высота треугольной пирамиды М А В С  про­
ходит через точку пересечения высот ААВС, лежащего 
в основании, то противоположные ребра пирамиды 
перпендикулярны, т. е. A M  J_ ВС, М С  L A B  и M B  1 АС. 
Справедливо и обратное утверждение (рис. 9).
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М

В,

4. Если М О  — высота пи­
рамиды М А ВС  и М А  _L ВС, то 
(М АО ) 1 ВС  (рис. 9).

5. Е с л и  в н а к л о н н о й  
призме A lA 2...AllB lB 2...Bn бо­
ковое ребро А 1В 1 составляет 
равные углы  со сторонами 
основания, образую щ им и 
вершину A j, то точка О осно­
вания высоты В гО лежит на 
биссектрисе А А 1 (рис. 10).

§2. Круглые тела
Рис. 10 Зам ети м , что  кр угл ы е  

тела по сравнению с многогранниками относительно 
трудно поддаются изображению. Это замечание пре­
жде всего относится к шару. По этой причине при 
решении стереометрических задач, как правило, сам

Разлел I. Краткие теоретические свеления •»» 1 3

шар (а тем более шары) стараются не изображать, так 
как многие задачи на круглые тела сводятся к задачам 
планиметрии.

При решении задач, связанных с цилиндром, ис­
пользуются такие понятия, как высота, образующая, 
радиус основания, осевое сечение, основание, поверх­
ность (боковая и полная) и соответственно параметры: 
площадь осевого сечения, площадь боковой и полной 
поверхностей, площадь основания, объем цилиндра, 
радиус основания.

Что касается прямого кругового конуса (или прос­
то конуса), то здесь добавляются угол при вершине 
осевого сечения и угол наклона образующей конуса к 
плоскости основания.

1. Цилиндр
Тело, ограниченное ци­

линд рической  поверхно­
стью и двумя кругами с гра­
ницами L  и L ,, называется 
цилиндром (рис. 11).

Цилиндрическая поверх­
ность называется боковой^
поверхностью цилиндра, а 
круги — основаниями ци­
линдра.

Образующие цилиндри­
че ско й  поверхности  н а ­
зы в а ю тся  обр азую щ им и  
цилиндра, а длина образую­ 
щей — высотой цилиндра. рис. ц

П рям ая ООг называется 
осью цилиндра.

Всякое сечение цилиндра плоскостью, проходящей 
через ось цилиндра, представляет собой прямоуголь­
ник, у которого две стороны — образующие, а две дру­

Рис. 11
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гие — диаметры оснований цилиндра, а само сечение 
называется осевым.

Всякое сечение цилиндра плоскостью, перпендику­
лярной к оси, является кругом.

S6oK. = 2nRH; SnMI, = S6oK. -f- 2SOCH.; 
S,mm=2nR(R^H);  V = nR*H.

2. Конус
с Конусом  называется тело, 

ограниченное конической по­
верхностью и кругом с грани­
цей L  (рис. 12).

Коническая поверхность на­
зы вается боковой поверхно­
стью конуса, а круг — основа­
нием конуса.

Точка С — вершина конуса, 
а образующие конической по­
верхности — образующие ко­
нуса.

Прямая ОС называется осью 
конуса, а отрезок ОС называет­

ся высотой конуса.
Заметим, что конус может быть получен вращени­

ем прямоугольного треугольника вокруг любого кате­
та, при этом боковая поверхность конуса образуется 
вращением гипотенузы, а основание — вращением 
катета.

Сечение конуса плоскостью, проходящей через ось 
конуса, называется осевым.

S„„.S 6oK. = nRl;

kR (R  -г I);

— о _L сб̂ок. 1 осн.’
V =  -тгК2Я  . 

3
Если  конус пересечь плоскостью, перпендикуляр­

ной к его оси, то та часть конуса, которая заключена

Разлел I. Краткие теоретические свеления • » 1 5

между секущей плоскостью и 
основанием, называется усечен­
ным конусом (рис. 13).

Отрезок, соединяющий цен­
тры оснований, называется вы ­
сотой усеченного конуса.

Часть конической поверхно­
сти, ограничивающ ая усечен­
ный конус, называется его бо­
ковой поверхностью, а отрезки 
образующ их конической  по­
верхности, заключенные между основаниями, называ­
ются образующими усеченного конуса.

Усеченный конус может быть получен вращением 
прямоугольной трапеции вокруг ее боковой стороны, 
перпендикулярной основаниям.

S 6oK. = izl(R -  г); S nMH. = S 60K + S , + S 2; S , = kR 2;
кН

Рис. 13

(R 2 4- R r  + r2).

3. Шар
Шаровой, или сферичес­

кой , поверхностью  (или  
просто сферой) называется 
геометрическое место точек 
пространства, равноудален­
ных от одной точки — центра 
шара (точка О, рис. 14).

Тело, ограниченное ш а­
ровой поверхностью, назы ­
вается шаром.

Ш ар  м ож но  п о л учи ть  
вращением полукруга (или 
круга) около его диаметра.

Сечение шара плоскостью, проходящей через центр 
О, представляет собой наибольший круг.
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Если плоскость имеет со сферой только одну общую 
точку, то она называется касательной плоскостью к сфе­
ре, а их общая точка — точкой касания плоскости и 
сферы.

Радиус сферы, проведенный в точку касания сферы 
и плоскости, перпендикулярен к касательной плоско­
сти. Верно и обратное.

Многогранник называется описанным около сферы 
(шара), если сфера касается всех его граней. При этом 
сфера называется вписанной в многогранник.

М ногогранник назы вается вписанны м  в сферу, 
если все его вершины лежат на сфере. При этом сфера 
называется описанной около многогранника.

S„.,n, = 4тiR 2 = nD2; П ., = - kR 3 = - к П я .
ыл"л 3 6

1. Шаровой сегмент (рис. 15).

Если S  — площадь сферической поверхности сегмен­
та, h — высота, V  — объем, г — радиус основания, то 

S  = 2 kR Ii = nDh = ^(r2 + /г2);
S nojIH. = п(2 Rh  + г2) = л (Л2 + 2 г2);

V =  nh2(R ~ ^ h ) .

Разлел f. Краткие теоретические свеления •»  17

2. Шаровой сектор (рис. 15).
S  = nR{21i - г);

V =  -  xR2h = -7zd2h . 
3 6

3. Шаровой пояс (рис. 16).

Если /г — высота шарового пояса, i\ и г2 — радиусы 
оснований, то

®бок. = 2~Rh = 710/1 ’
S  = Tv(2Rh -г г2 -f г2);

V =  -  nh(3r2 -Зг22- /г2).
6

§3. Векторы

Координаты вектора
1. Если а {зсг; у ^ zx} и b {х2; у2; z2} — данные векто­

ры, то вектор a + 5 имеет координаты {хх т  х2; у 1 + у2;
Zx + Z2j.
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2. Если а {хх; г/,; zx} и В {х2; у2; z2) — данные векторы, 
то вектор a -b имеет координаты {х, - х2; у, - у2; zx - z2}.

3. Если  о {х; у; г) — данный вектор, а  — данное 
число, то вектор a а имеет координаты {ах; ay; аг}.

Связь между координатами векторов и координа­
тами точек

ОВ { х2; у 2; г 2} В(хг; уг; гг)

ОА {Xj; у х; гх}
Вектор А В  имеет ко ­

ординаты {х2 - хх; у г - у х;
Z2- 2 j .

К а ж д а я  координата вектора равна разности  со­
о тве тствую щ и х  координат его конца и начала.

Правило треугольника

В

А (хх, у х, 2Х)

Д ля любых трех  точек  А, В  и С имеет м есто равен­
ство  А В  + ВС  = АС .

Правило параллелограмма

Раздед I. Краткие теоретические свеления •»» 1 9

Правило многоугольника

А  А  + А  А  + ••• + A  iA, - А А  >
где А х, А х, ..., А п_ х, А  ~  произвольные точки. 
Правило параллелепипеда

ОА ~ ОВ -г ОС = OD.
OD — диагональ параллелепипеда.
ОА, ОВ, ОС — ребра.

D

Разность векторов
О А -О В  = В А  , где А, В , О — произвольные точки.

Признак коллинеарности двух ненулевых векторов

b = ka, —  = A- = £i-, где k ф 0; а ф 0; Ь ф 0.
•̂2 У 2 22

а (х^, ух, 2 ХУ, b (х2, у%,
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Признак компланарности трех векторов
Если  вектор с можно разлож ить по векторам  

b , т .е .  представить в виде с = ха + уЪ , где х, у — 
ла, т о  векторы  а , Ь и с компланарны.

Середина отрезка

О М  = - (Q A  + O fi).

О — произвольная точка.
М  — середина отрезка А В .

х = \ ( х ^ х 2) , у =  )-(у1 + у2) , г  = 1 (г1 + 22).

О

Точка пересечения медиан треугольника

О М  = ~ {О А ^ О В  + ОС).

О — произвольная точка пространства.
М  — точка пересечения медиан ДАВС.

О

а и 
чис-

Разлел I. Краткие теоретические свеления •»» 21

Скалярное произведение векторов

ab =i а | • | b j cos (ab)

ab = ххх2 + У1У2 ~r 2i22’ 
где a = (x,; ур, zt), b = (x2; y2; z2).

Признак перпендикулярности двух векторов.
Если a i f c ,  то ab =0.
Х гХ 2 т  У ){/ 2 ~  2 12 2 —

где a = (хр, ур, 2Х), b = (х2; у2; z2).

Умножение вектора на число
p a  = (рх; ру; pz), где р — число, a = (х; у; z).

Длина вектора
| a |= yjx1 + у 1 + z2 , где a = (х; у; 2).

Угол между ненулевыми векторами

003 0 = -, _ ....  .
^ x l+ y l^ z l- Jx l+ y l+ z l

Расстояние между точками.
Если A  (Xj; ур, 2г), В  (х2; ур, г2), то

А В =  \j(x2-x l f  +{уг~У1)г +{г2~г1 f  .

Уравнение сферы.
(х - a)2 -f (у - b)2 + (2 - с)2 = В 2, 

где (а, Ь, с) — координаты центра, R  — радиус.
Если а = & = с = 0, то х2 + у2 ~ z2 = R 2 — уравнение 

сферы с центром в начале координат.
Уравнение прямой, проходящей через две точки

-А ( Х Г> У 1» 2 i )  ^  -В ( х 2> У г ’  2 г )-
x - x t = _ 2 - 2г ^
Х2~Х1 У2-У1 22~21
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Угол между плоскостями.
Е с л и  ф —  угол  м еж д у  п л о ско стям и , заданны м и 

уравнениями А хх 4- В ху 4- Схг 4- D, = 0 и А 2х -г В 2у 4 C2z 4 
-г- D 2 = 0, то

А }А г 4 Б ,Б 2 +С,С2
CO S ф  :

^ A ^ B ^ C l j A ^ B l  + Cl '

Расстояние от точки до плоскости.
Если  d — расстояние от точки  М 0 (х0; у0; г0) до пло­

скости Ах  4 By 4  Cz — D  = 0, то
[ Ах0 4 Bz/0 - Cz„ 4 Р  j

>Ja 2~b 2~c2

Разлел II

ЗАДАЧИ
ДАЯ САМ ОСТОЯТЕАЬНОГО 
РЕШ ЕНИЯ

§ 1. Угод между двумя прямыми 

Куб
найдите угол между пряВ  единичном кубе A ...D х 

мыми:
1. АС  и B D ;
2. CCt и AD;
3. A A X и B jC ;
4. B B j  и AjC;
5. и DC i;
6. A D l и А гВ ;
7. DCX и D jB j;

8. A D ! и BD ;
9. A lC1 и B jC ;

10. A XC и A D ;

11. A jB  и AC ;

12. AC  и i^ D j;

13. A jD n C B j;

14. B tC и B D X;
15. А В  и C A t;

16. BA j и B jD j ;

17. A B i и B D t;
18. А В  и D B X.

Правильная треугольная призма
В  правильной треугольной призме А В С А 1В 1С1, все 

ребра которой равны 1, найдите угол между прямыми:
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19. АС и В ,С ,;
20. АА, и В,С ;
21. АС и ВС ,;
22. АС, и А ,В ;

23. А,С, vlB ,С;

24. А В ,  и А,С;
25. A M  и CN, где М  и 

N  — соответственно сере­
дины ребер А,С, и В,С ,;

26. А В  и СА,;
27. А В , ж ВС ,.

Правильная шестиугольная призма
В  правильной ш естиугольной призме A ...F ,, все 

ребра которой равны 1, найдите угол между прямыми:

28. В В , и F iE , ; 41 . B E , и A B ,;
29. АА, и D ,E ; 42. AC, и B E , ;
30. СС, и F E , ; АЗ. A ,С я  AD ,;
31. АА, и Е ,С ; 44 .A D , и CF,;
32. А Е , и Е Е , ; 45. FD , и CE,;

сосо СС, и B E , ; 46. FC  я  AD ,;
34. А ,В и Е ,С ; 47. A D  и CF,;
35. А В , и D,C; 48. А В  и F E ,;
36. A F , и D E ,; 49. A B , и ВС,;

со̂ 4 А В , и F ,D ; 50. A B , и DC,;

СОсо F ,C и А В ,; 51. A B , и BD ,;
39. А ,В и AD ,; 52. BA , и D B,.
40. AD , и F ,D ;

Разлел II. Залачи лля самостоятельного решения ам 2э

Правильный тетраэдр
В  правильном тетраэдре М АВС:
53. найдите угол между прямыми А В  и СМ ;
54. найдите угол между высотой М О  и медианой 

BD  боковой грани М ВС ;
55. точка D  — середина ребра СМ . Найдите угол 

между прямыми ВС  и AD.

Правильная четырехугольная пирамида
В  правильной четырехугольной пирамиде M ABCD , 

все ребра которой равны 1:
56. найдите угол между прямыми М О  и B E ,  где 

Е  — середина ребра A M ;
57. точка Е  — середина ребра М С. Найдите угол 

между прямыми М А  и B E .

Правильная шестиугольная пирамида
В  правильной шестиугольной пирамиде M A B C D EF :
58. все ребра которой равны 1, найдите угол между 

прямыми М А  и BD ;
59. все ребра которой равны 1, найдите угол между 

прямыми M B  ж AD;
60. стороны основания которой равны 1, а боковые 

ребра равны 2, найдите косинус угла между прямыми 
М С  и BD ;

61. стороны основания которой равны 1, а боковые 
ребра равны 2, найдите косинус угла между прямыми 
М С  и А В ;
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62. стороны основания которой равны 1, а боковые 
ребра равны 2, найдите косинус угла между прямыми 
M E  и CD.

§ 2. Угол между прямой и плоскостью

Куб
В  кубе A...D , найдите угол между прямой:
63. А ,В  и плоскостью ВССр,
64. А В , и плоскостью АВСр,
65. А В ,  и плоскостью АСС1;
66. В В ,  и плоскостью А ,ВС ;

67. В В ,  и плоскостью А ,ВС ,;
68. А ,В  и плоскостью А С В ,;
69. АС, и плоскостью В В ,В , ;
70. А ,С  и плоскостью ВСС,;
71. А В , и плоскостью В С ,В ;
72. B D 1 и плоскостью ВССр,

73. А В  и плоскостью С В ,В ,;
74. А ,В ,  и плоскостью А СВр

75. D D 1 и плоскостью А С В 1;

76. АС  и плоскостью В С В р
77. АА , и плоскостью В С ,В .

Правильная треугольная призма
В  правильной треугольной призме А В С А ,В ,С ,, все 

ребра которой равны 1, найдите угол между прямой:

Разлел II. Залачи лля самостоятельного решения •»> 27

78. В В ,  и плоскостью АВ,С ,;
79. АА, и плоскостью A B jС!;
80. ВС  и плоскостью АСС,;
81. ВС , и плоскостью АСС,;
82. АС и плоскостью АВ,С ,;
83. СС] и плоскостью А С В Г

Правильная шестиугольная призма
В  правильной шестиугольной призме A ...FX, все реб­

ра которой равны 1, найдите угол между прямой:

84. CCj и плоскостью ABC ;
85. A F l и плоскостью ABC ;
86. A jC и плоскостью ABC;
87. C FX и плоскостью ABC;
88. В В ,  и плоскостью A B B ,;
89. А В , и плоскостью А В В ,;
90. Е Е Х и плоскостью FCDp,

91. СС, и плоскостью ACDp,
92. А В , и плоскостью ABC ,;
93. АА, и плоскостью В В ,В ;

94. А В , и плоскостью АСЕр,
95. ВС , и плоскостью В В В , ;
96. С В  и плоскостью А В В ,;
97. В В , и плоскостью А В В ,;
98. АА, и плоскостью ВСЕр,
99. ВС, и плоскостью А ВВ ,;
100. ВС, и плоскостью ВС Е ,.
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Правильный тетраэдр
В  правильном тетраэдре М А В С , все ребра которого 

равны 1:

101. найдите угол между апофемой M D  и плоскос­
тью A BC ;

102. найдите угол между ребром М С  и плоскостью 
A BC ;

103. точка D  — середина ребра В М .  Найдите угол 
между прямой А Н  и плоскостью ABC ;

104. найдите угол между медианой B D  грани М В С  
и плоскостью М А В .

Правильная четырехугольная пирамида
В  правильной четырехугольной пирамиде M A BCD , 

все ребра которой равны 1, найдите угол между:
105. прямой А Е  и плоскостью М В С , где Е  — сере­

дина M D ;

106. прямой B D  и плоскостью М В С ;

107. плоскостью, проходящей через точку D  пер­
пендикулярно АС.

Правильная шестиугольная пирамида
В  правильной шестиугольной пирамиде M A B C D E F , 

стороны основания которой равны 1, а боковые ребра 
равны 2, найдите синус угла между прямой:

108. A F  и плоскостью М В С ;
109. ВС  и плоскостью М А В ;
110. M F  и плоскостью М А В .

Разлел II. Залачи лля самостоятельного решения •» 29

§ 3. Угод между двумя плоскостями

Куб
В  кубе А ...В , найдите углы между плоскостями:

111. A BC  и АСС,; 118. ABC , и В В ,В , ;

112.АСС, и В В В , ;  119. В В С , k A D D x;

113. A BC  и С В В ,;  120. A B ,B ,  и BA ,C ,;

114. A BC , и A BC ; 121. A BC  и BA ,C ,;
115. A B C  и ACH,; 122. A BC , и B C B ,;
116. A BC  и A B ,H ,; 123. BA ,C , и BA ,H ,.

117. A BC , и А В ,С ;

Правильная треугольная призма
В  правильной треугольной призме А ВС А ,В ,С ,, все 

ребра которой равны 1, найдите угол между плоскос­
тями:

124. АСС, и ВСС,; 127. А В ,С  и А ,ВС ,;

125. АСС, и A BC ; 128. A B C  и А ,С В ,.

126. A BC  и А ,ВС ;

Правильная шестиугольная призма
В  правильной шестиугольной призме А...В,, все реб­

ра которой равны 1, найдите угол между плоскостями:

129. А В В , и В В ,В , ;  133. АСС, и А В В ,;
130. А В В ,  и А ВВ ,; 134. В В В , и В В В , ;
131. A BC  и В В В , ;  135. A BC  и А В В ,;
132. В В В , и ВСС ,; 136. A B C  и А В ,В , ;



30 «•  Математика. Залачи типа 14 (С2)

137. A B C  и BCD ,; 141. A B C  и D B ,F ,;
138. A B C  и B E D ,; 142. ВСС , и А ВВ ,;
139. BCD , и В В О ,; 143. A F F , я  BD D ,;
140. A B C n F B D , ;  144. A B C  я  B F E , .

Правильная четырехугольная пирамида
В  правильной четырехугольной пирамиде M ABCD , 

все ребра которой равны 1:

145. найдите угол между плоскостями M A D  я  М В С ;
146. найдите двугранный угол между гранями 

M A D  я  A M  В ;

147. найдите угол между плоскостями A BC  я  M CD;
148. точка Е  — середина ребра М С. Найдите угол 

между плоскостями A B C  и B D E .

Правильная шестиугольная пирамида
В  правильной шестиугольной пирамиде M A B C D EF , 

стороны основания которой равны 1, а боковые ребра 
равны 2, найдите косинус угла между плоскостями:

149. M F E  и М А В ;

150. М А Е  я  M CD ;

151. A B C  я  М ВС .

Разлел II. Залачи для самостоятельного решения •»> 31

§ 4. Расстояние от точки до прямой

Куб
В  единичном кубе A...D, найдите расстояние от точки:

152. А  до прямой В В , ;  159. А  до прямой В,С ;

153. А  до прямой СС,;

154. А  до прямой ВС ;
155. А  до прямой В ,С ,;

156. В  до прямой АС;
157. В  до прямой А ,С ,;
158. В  до прямой А В ,;

160. А  до прямой А,С;

161. В  до прямой А ,С ;
162. А  до прямой BD ,;

163. В  до прямой DA,;
164. В  до прямой А С ,.

Правильная треугольная призма
В  правильной треугольной призме А В С А ,В ,С ,, все 

ребра которой равны 1, найдите расстояние от точки:

165. А  до прямой СС,; 169. В  до прямой А В ,;
166. А  до прямой ВС ; 170. В  до прямой АС,;

167. В  до прямой А ,С ,; 171. А  до прямой СВ,.

168. С до прямой А ,В ,;

Правильная шестиугольная призма
В  правильной шестиугольной призме А...В,, все реб­

ра которой равны 1, найдите расстояние от точки:

172. А  до прямой F F ,;  174. А  до прямой DD,;
173. А  до прямой Е Е , ;  175. В  до прямой D E ;
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176. С до прямой F E ;
177. В до прямой А Е ;

178. С до прямой B E ;

179. В до прямой А ,В ,;

180. С до прямой В В ;

181. £  до прямой АС;

182. В  до прямой FC ;

183. В  до прямой С В ;

184. А  до прямой В ,£ , ;

185. С до прямой £ ,£ ,;

186. В  до прямой В ,С ,;

187. А  до прямой ВС ,;

188. С до прямой A F ,;

189. В  до прямой А В ,;

190. В  до прямой А В , ;

191. А  до прямой C F , ;

192. В  до прямой А В , ;

193. А  до прямой С В ,;

194. А  до прямой £ ,£ ,;

195. В  до прямой A ,F ,;

196. С до прямой А ,В , ;

197. В  до прямой £ £ ,;

198. А  до прямой В ,В ;

199. А  до прямой В В , ;

200. А  до прямой С ,В ,.

Правильная шестиугольная пирамида
В  правильной шестиугольной пирамиде M ABCD EF, 

стороны основания которой равны 1, а боковые ребра 
равны 2, найдите расстояние от точки:

201. А  до прямой M B ; 204. В  до прямой M F ;

202. М  до прямой АС ; 205. F  до прямой В К ,

203. С до прямой M F ;
где JC — середина ребра 
М С.

W
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§ 5. Расстояние от точки до плоскости

Куб
В  единичном кубе А ...В , найдите расстояние от точки:

206. А  до плоскости С В В , ;

207. В  до плоскости А В В , ;

208. С до плоскости A B C ,;

209. А  до плоскости В С В ,;

210. В  до плоскости АСС,;

211 . В  до плоскости А С В ,;

212. А  до плоскости А ,В С ,;

213. С до плоскости В В С .;

214. С до плоскости А В ,В , ;

215. А  до плоскости В В А , ;

216. В  до плоскости ВА ,С ,;

217. В  до плоскости А В ,В , ;

218. М  — середины В С , до плоскости А В ,В , .

Правильная треугольная призма
В  правильной треугольной призме А В С А ,В ,С ,, все 

ребра которой равны 1, найдите расстояние от точки;

219. В  до плоскости А ,В ,С ,;

220. А  до плоскости ВСС ,;

221. В  до плоскости А В ,С ;

222. А  до плоскости А ,В С ,;

223. В  до плоскости А ,В ,С ;

224. А  до плоскости ВС А ,;
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225. В  до плоскости А В ,С ,;
226. А  до плоскости А ,В ,С .

Правильная шестиугольная призма
В  правильной шестиугольной призме A...F ,, все реб­

ра которой равны 1, найдите расстояние от точки:
227. С до плоскости А ,В ,С ,;
228. В  до плоскости D E E X;
229. С до плоскости E F F ,;

230. В  до плоскости А В В , ;
231. В  до плоскости A D D ,;
232. С до плоскости А В В , ;
233. А  до плоскости ВСС,;
234. В  до плоскости АСС,;
235. В  до плоскости F D D X;
236. В  до плоскости А В В ,;
237. В  до плоскости CFA,;
238. А  до плоскости В В А ,;
239. А  до плоскости СВВ ,;

240. В  до плоскости А СВ,;
241. В  до плоскости А С В,.

Правильная четырехугольная пирамида
В  правильной четырехугольной пирамиде M ABCD , 

все ребра которой равны 1, найдите расстояние от точки:
242. А  до плоскости M CD;
243. В  до плоскости ABC , где В  — середина В М .
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Правильная шестиугольная пирамида
8 правильной шестиугольной пирамиде M A B C D EF , 

стороны  основания которой равны 1, а боковые ребра 
р.пшы 2, найдите расстояние от точки:

244. В  до плоскости M E D ;
245. В  до плоскости M D F;
246. А  до плоскости М ВС ;

247. В  до плоскости MAC.

§ 6. Расстояние между двумя прямыми

Куб
В  единичном кубе А ...В , найдите расстояние между

прямыми:

248. В В ,  иСС,; 256. А ,В  и ВС ,;

249. СС, и А В ; 257. А ,В  и В ,В ,;

250. В В ,  и СВ; 258. А В , и В В , ;

251. В В , и В В , ; 259. А ,В  и СВ,;

252. АС и В В ,; 260. А В  и А,С;

253. АА, и В В , ; 261. А ,В  и В ,В ;

254. ВА , и СС,; 262. А В , и ВС,.

255. В В ,  и А В ,;
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Правильная треугольная призма
В  правильной треугольной призме А ВС А ,В ,С ,, все 

ребра которой равны 1, найдите расстояние между 
прямыми:

263. А В  и В,С ,; 268. А В  и СВ,;

264. В В ,  и АС; 269. АА, и ВС,;
265. В В ,  и АС,; 270. А В  и СС,;
266. А В , и ВС; 271. СС, и А ,В .
267. А В , и ВС,;

Правильная шестиугольная призма
В  правильной ш естиугольной призме A ...F ,, все 

ребра которой равны 1, найдите расстояние между 
прямыми:

272. В В ,  и А Е ,;
273. АА, и В ,С ,;
274. В В ,  и В ,Е ,:
275. АА, и ВС ,;
276. F F ,  и ВС,;

277. В В ,  и ED ,;

278. В В ,  и В В , ;

279. СС, и АС ,;
280. В В ,  и СВ,;

281. ВС , и А В ,;
282. А ,В  и ED ,;

283. А В , и В В ,;
284. В В ,  и В В ,.

Правильная четырехугольная пирамида
В  правильной четырехугольной пирамиде M A BCD , 

все ребра которой равны 1, найдите расстояние между 
прямыми:

285. M B  и М С; 287. M B  ж АС;
286. М А  и ВС ; 288. М А  и В В .
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Правильная шестиугольная пирамида
В правильной шестиугольной пирамиде M A B C D E F , 

стороны основания которой равны 1, а боковые ребра 
ровны 2, найдите расстояние между прямыми:

289. М А  и В В ;
290. М А  и ВС;

291. М А  и СВ.

§ 7. Пдошади сечений многогранников

Куб
Найдите площадь сечения единичного куба A...D, 

плоскостью, проходящей через:
292. середины ребер АА,, В В ,, А ,В ,;
293. середины ребер В В ,,  СС,, А В ;
294. вершину С и середины ребер В В ,, В В , ;
295. вершину В  и середины ребер АА,, СС,;
296. вершину В  и середины ребер А ,В ,, В ,С ,;
297. вершину С и середины ребер А В , А ,В ,;

298. вершину В  и середины ребер СВ, В ,С ,;

299. середины ребер А В , А В , В В ,;
300. вершины А, С и середину ребра А ,В ,;
301. вершины А,, В  и середину ребра С ,В ,;
302. вершины А,, С, и середину ребра ВС ;
303. вершины А, В , С,;
304. середины АА,, СС, и точку на ребре А В , от­

стоящую от вершины А  на 0,2;
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305. середины А А ,, СС, и точку  на ребре А В , от­
стоящую от вершины А  на 0,8;

306. середины ребер CD, А 1В 1 и точку  на ребре 
С ,В ,, отстоящую от вершины С, на 0,25;

307. середины ребер АА,, СС, и точку на ребре ВС, 
отстоящую от вершины С на 0,25.

Прямоугольный параллелепипед
Найдите площадь четырехугольника, вершинами 

которого являются:

308. вершины А , А ,, С, С, прямоугольного парал­
лелепипеда A BC D A XB XCXD X с ребрами А В  = 2, В С  ~ 1, 
АА, = 1;

309. середины ребер АН , ВС , В В , ,  СС, прямоуголь­
ного параллелепипеда A BC D A lB 1C1D 1 с ребрами А В  = 2, 
A D  = 1, АА, = 1;

310. середины ребер A D , А ,В , ,  DC, В ,С , прямо­
угольного параллелепипеда А В С В А ,В ,С ,В , с ребрами 
А В  = 2, A D  = 1, АА , = 1;

311. вершины А , А ,, середины ребер ВС , В ,С , пря­
моугольного параллелепипеда А В С В А ,В ,С ,В , с ребра­
ми А В  = 2, А В  = 1, А А , = 1.

Правильная треугольная призма
В  правильной треугольной призме A B C A jB jC,, все 

ребра которой равны 1, найдите площадь сечения, 
проходящего через:

312. середины ребер АС, ВС, А,С,;
313. вершины А , В  и середину В,С ,;
314. середины ребер АА,, В В ,  и В,С ,;

315. вершины А, А , и середину ребра ВС ;
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316. вершины А,, В ,  и середину ребра АС;
317. вершины А, В ,, С,.

Правильная шестиугольная призма
В  правильной шестиугольной призме А...В,, все реб­

ра которой равны 1, найдите площадь четырехуголь­
ника, проходящего через вершины:

318. А, В ,  А ,, В ,;  321. В, В  и С,;
319. В , F  и С,; 322. А, В  и В ,;

320. В , С и В ,; 323. F , С и В ,.

Правильный тетраэдр
В  единичном тетраэдре М А ВС  найдите площадь се­

чения, проходящего через:
324. середины ребер А В , ВС , CM , A M ;
325. середины ребер А В , ВС  и В М ;
326. вершины А, М  и середину ребра ВС;

327. вершину М  и середины ребер А В  и ВС.

Правильная четырехугольная пирамида
В  правильной четырехугольной пирамиде M ABCD , 

все ребра которой равны 1, найдите площадь сечения:
328. вершинами которого являю тся вершины М , 

А, С;
329. проходящего через вершины В , С и середину 

ребра M D ;
330. проходящего через вершины А , В  и середину 

ребра M D ;
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331. проходящего через середины ребер AD, ВС  и 
М С;

332. вершинами которого являю тся середины ре­
бер М А , M B , М С  и M D .

Многогранники
Найдите площадь сечения многогранника, прохо­

дящего через вершины:

333. А , В  и D 2. Все двугранные углы прямые (рис. 1);
334. А, С и А 2. Все двугранные углы прямые (рис. 2); 
З З Б .Б ^ С ^ и А ^  Все двугранные углы прямые (рис. 3);
336. А , А 2 и  С2. Все двугранные углы прямые (рис. 4);
337. А , А] и D 2. Все двугранные углы прямые (рис. 5);
338. А , А, и С2. Все двугранные углы прямые (рис. 6);
339. A , A j и D.v Все двугранные углы прямые (рис. 7);
340. А, В  и D 3. Все двугранные углы прямые (рис. 8); 
341 .А , В  и С1. Все двугранные углы прямые (рис. 9);

342. А, В  и D3. Все двугранные углы прямые (рис. 10).
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Рис. 8
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§ 8. Плошали поверхностей вращения 
плоских фигур

Квадрат
Найдите площадь боковой поверхности цилиндра, 

полученного вращением единичного квадрата A BC D  
вокруг:

343. прямой ВС;

344. прямой BD ;

345. перпендикуляра к диагонали, проведенного 
через ее конец;

346. внешней оси, параллельной его стороне и от­
стоящей от нее на длину стороны.

Прямоугольник
347. Найдите площадь боковой поверхности ци­

линдра, полученного вращением прямоугольника 
A BC D  со сторонами А В  = 1, ВС  = 2 вокруг прямой ВС.

348. Найдите площадь поверхности вращ ения 
прямоугольника A BC D  со сторонами А В  = 2, ВС  = 1 
вокруг прямой, проходящей через середины А В  и CD.

349. Найдите площадь поверхности вращ ения 
прямоугольника A BC D  со сторонами А В  = 2, ВС  = 1 
вокруг оси, проходящей через вершину С параллельно 
диагонали BD .

350. Найдите площадь поверхности вращения пря­
моугольника A BC D  со сторонами А В  = 2, ВС  = 1 во­
круг перпендикуляра к диагонали B D , проведенного 
через ее конец.
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Прямоугольный треугольник
351. Найдите площадь боковой поверхности кону­

са, полученного вращением прямоугольного ААВС  с 
к атетами АС  = ВС  = 1 вокруг прямой ВС.

352. Найдите площадь боковой поверхности тела, 
полученного вращением прямоугольного ААВС  с кате­
тами АС  = ВС  = 1 вокруг прямой А В .

353. Найдите площадь боковой поверхности кону­
са,  полученного вращением прямоугольного треуголь­
ника A BC  с катетами АС = 2, ВС  = 1 вокруг прямой ВС.

354. Найдите площадь боковой поверхности тела, 
полученного вращением прямоугольного ААВС  с кате­
тами АС = 2, ВС  = 1 вокруг прямой А В .

355. Найдите площадь поверхности тела, получен­
ного вращением прямоугольного ААВС  с катетами 5 и 
1 2 вокруг внешней оси, параллельной большему кате­
т у  и отстоящему от него на 3.

356. Найдите площадь поверхности тела, получен­
ного вращением прямоугольного ААВС с катетами 15 
и 20 вокруг перпендикуляра к гипотенузе, проведен­
ного через вершину большего острого угла В .

Равнобедренный треугольник
357. Найдите площадь полной 

поверхности конуса, полученно­
го вращением равнобедренного 
треугольника A B C  с основанием 
АС = 4 и боковой стороной, рав­
ной 5, вокруг прямой, содержа­
щей высоту B D  этого треуголь­
ника.
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358. Найдите площадь поверхности тела, получен­
ного вращением равнобёдренного треугольника А Б С  
с основанием АС  = 6 и боковой стороной, равной 5, 
вокруг прямой А Б .

359. Найдите площадь поверхности тела, получен­
ного вращением равнобедренного треугольника A BC  
с основанием АС  = 6 и боковой стороной, равной 5, 
вокруг прямой АС.

В

360. Найдите площадь поверхности тела, получен­
ного вращением равнобедренного треугольника A B C , 
у которого боковые стороны равны 5, а один из углов 
120°, вокруг основания АС.
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361. Найдите площадь полной поверхности конуса, 
полученного вращением равностороннего треуголь­
ника A BC  со стороной 1 вокруг прямой, содержащей 
медиану BD .

362. Найдите площадь поверхности вращения рав­
ностороннего треугольника A BC  со стороной 1 вокруг 
прямой А В .

Ромб
Найдите площадь поверхности тела, полученного 

вращением ромба ABCD :
363. с площадью, равной 1, вокруг стороны ВС;
364. со сторонами, равными 1, и острым углом 60°, 

вокруг прямой BD ;
365. со сторонами, равными 1, и острым углом 60°, 

вокруг прямой АС;
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366. со сторонами, равными 1, и острым углом 60°, 
вокруг оси, проведенной через верш ину С перпендику­
лярно к  стороне DC.

Круг и его части
Найдите площадь поверхности вращ ения:

367. круга радиуса 1 вокруг прямой, содержащей 
его диаметр;

368. полукруга радиуса 1 вокруг прямой ОА, пер­
пендикулярной диаметру M N ;

369. четверти круга Л О В  радиуса 1 вокруг прямой 
ОВ.

Правильный шестиугольник
Найдите площ адь поверхности тела, полученного 

вращением правильного ш естиугольника ABCDEF  со 
стороной, равной 1, вокруг:

370. оси, проходящей через его вершину С перпен­
дикулярно к  радиусу, проведенному в эту вершину;

371. внеш ней оси, которая параллельна стороне и 
отстоит от нее на длину апофемы.

§ 9. Объемы тел врашения 
плоских фигур

Квадрат
Найдите объем тела, полученного вращением еди­

ничного квадрата ABCD  вокруг:
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372. перпендикуляра к диагонали, проведенного 
через ее конец;

373. внешней оси, параллельной его стороне и от­
стоящей от нее на длину стороны.

Прямоугольник
Найдите объем тела, полученного вращением пря­

моугольника ABCD  со сторонами:

374. АВ  = 1, ВС = 2 вокруг прямой ВС;

375. АВ  = 2, ВС = 1 вокруг прямой, проходящей 
через середины АВ  и CD;

376. АВ  = 2, ВС = 1 вокруг оси, проходящей через 
вершину С параллельно диагонали BD;

377. АВ  = 2, ВС  = 1 вокруг перпендикуляра к диа­
гонали Б Б ,  проведенного через ее конец.

Прямоугольный треугольник
Найдите объем тела, полученного вращением пря­

моугольного ЛАВС с катетами:
378. АС =  ВС  =  1 вокруг прямой ВС;

379. АС = ВС  =  1 вокруг прямой А Б ;
380. АС = ВС  = 1 вокруг прямой СБ, где Б  сере­

дина А Б ;
381. АС = 2, БС  = 1 вокруг прямой БС;
382. АС = 2, ВС  = 1 вокруг прямой А В ;
383. АС = 5, БС  = 12 вокруг внешней оси, парал­

лельной большему катету и отстоящему от него на 3;
384. АС = 20, БС  = 15 вокруг перпендикуляра к 

гипотенузе, проведенного через вершину большего 
острого угла Б .
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Равнобедренный треугольник
Найдите объем тела, полученного вращением рав­

нобедренного ДA BC  со сторонами:

385. А В  = В С  = 1, А В  = 120°, вокруг прямой АС;
386. А В  = ВС  = 5, АС  = 6 вокруг прямой, содержа­

щей биссектрису B D  этого треугольника;

387. А В  = В С  = 5, А С  = 6 вокруг прямой А В ;
388. А В  = ВС  = 5, АС  = 6 вокруг прямой АС.
Найдите объем тела, полученного вращением рав­

ностороннего ААВС со стороной 1 вокруг:

389. прямой, содержащей высоту B D ;
390. прямой А В ;

391. перпендикуляра к стороне, проведенного че­
рез ее конец;

392. перпендикуляра к  прямой, отстоящей от про­
должения АС на длину 1.

Трапеция
Найдите объем тела, полученного вращением:

393. трапеции A BC D , у  которой AD  = DC  = ВС  — 1, 
А В  = 2 вокруг прямой А В ;

394. трапеции A BC D , у которой A D  = DC  = ВС  = 1, 
А В  = 2 вокруг прямой CD;

395. прямоугольной трапеции A BC D  с основания­
ми А В  = 2, ВС  = 1 и меньшей боковой стороной CD  = 1 
вокруг прямой А В ;

396. прямоугольной трапеции А В С В  с основания­
ми А В  = 2, ВС  = 1 и меньшей боковой стороной С В  = 1 
вокруг прямой С В ;
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397. прямоугольной трапеции А В С В  с основания­
ми А В  = 2, ВС  = 1 и острым углом 45° вокруг прямой 
СВ;

398. прямоугольной трапеции А В С В  с основания­
ми А В  = 2, ВС  = 1 и меньшей боковой стороной С В  = 1 
вокруг прямой ВС.

Ромб
Найдите объем тела, полученного вращением ромба 

А В С В  со стороной 1 и острым углом:
399. 30°, вокруг стороны ВС;
400. 60°, вокруг прямой, содержащей меньшую 

диагональ В В ;
401. 60°, вокруг прямой, содержащей большую 

диагональ АС;
402. 60°, вокруг оси, проведенной через вершину С 

перпендикулярно к стороне ВС .

Правильный шестиугольник
Найдите объем тела, полученного вращением пра­

вильного шестиугольника A B C D E F  со стороной, рав­
ной 1, вокруг:

403. внешней оси, которая параллельна стороне и 
отстоит от нее на длину апофемы;

404. оси, проходящей через его вершину С перпен­
дикулярно к радиусу, проведенному в эту вершину.

Многоугольник
Найдите объем тела, полученного вращением мно­

гоугольника A B C D EF , составленного из трех единич­
ных квадратов, вокруг прямой:
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405. A F  (рис. 1); 406. В С  (рис. 2).

D С D

Е

В  А В

Рис. 1 Рис. 2

Круг и его части
Найдите объем тела, полученного вращением:
407. круга радиуса 1, вокруг прямой, содержащей 

его диаметр;

408. полукруга радиуса 1, вокруг прямой ОА, пер­
пендикулярной диаметру M N ;

409. четверти круга ЛОБ радиуса 1, вокруг прямой ОБ.

§ 10. Объемы тел вращения 
многогранников

Куб
Найдите объем тела, полученного вращением еди­

ничного куба A...D1 вокруг прямой:
410. СС,;

411. проходящей через центры граней A D D ,A , и 
ВС С ,В ,.
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Правильная треугольная призма
Найдите объем тела, полученного вращением пра­

вильной треугольной призмы A B C A ,B ,C ,, все ребра 
которой равны 1, вокруг прямой:

412. СС,;
413. проходящей через центры оснований A BC  и 

А,В,С ,.

Правильная четырехугольная пирамида
Найдите объем тела, полученного вращением пра­

вильной четырехугольной пирамиды M A B C D ,  все 
ребра которой равны 1, вокруг прямой, содержащей:

414. высоту М О  пирамиды;
415. диагональ основания АС.

Правильная шестиугольная пирамида

416. Найдите объем тела, полученного вращением 
правильной шестиугольной пирамиды M A B C D E F , 
стороны основания которой равны 1, а боковые ребра 
равны 2, вокруг прямой, содержащей высоту М О.

Многогранники

417. Найдите объем тела, полученного вращением 
многогранника вокруг прямой AD. Все двугранные 
углы прямые.
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418. Наидите объем тела, полученного вращением
™ ° п п аННИКа В° КРУГ Прямой^ -  Все двугранные углы прямые.

Разлел III 

РАЗНЫЕ ЗАДАЧИ

§ 11. Многогранники 

Куб

419. Площадь поверхности куба равна 150. Найди­
те его объем.

420. Площадь поверхности куба равна 96. Найдите 
ребро куба.

421. Площадь полной поверхности куба равна 48. 
Найдите длину диагонали грани куба.

422. Диагональ куба равна 18. Найдите площадь 
его одной грани.

423. Ребро куба равно 5>/2. Найдите расстояние от
плоскости диагонального сечения до непересекающего 
его ребра.

424. Найдите площадь диагонального сечения 
куба, объем которого равен 4\f2.

425. Площадь сечения куба плоскостью, проходя­
щей через диагонали верхнего и нижнего оснований,
равна 1бТ2. Найдите длину ребра куба.

426. Площадь сечения куба плоскостью, проходя­
щей через три несмежные вершины, равна 18л/3. Най­
дите длину ребра куба.



427. В  кубе A...D, через середины ребер А ,В ,, D ,C , и 
вершину В  проведено сечение, площадь которого рав­
на 32Vs. Найдите объем куба.

428. В  кубе через сторону основания проведено се­
чение под углом 30° к  плоскости основания. Найдите 
площадь сечения, если ребро куба равно 7л/з.

429. Найдите объем куба, если расстояние от его 
диагонали до непересекающегося с ней ребра равно 1.

430. Объем куба равен 12. Найдите объем четы ­
рехугольной пирамиды, основанием которой является 
грань куба, а вершиной — центр куба.

431. Сечение куба плоскостью, проходящей через 
середины см еж ны х  сторон оснований и середины 
противоположных боковых ребер куба, представляет 
собой правильный шестиугольник, площадь которого 
равна 1. Найдите полную поверхность куба.

Прямоугольный и прямой параллелепипеды

432. Найдите квадрат расстояния между верши­
нами А] и С прямоугольного параллелепипеда A...D ,, 
если А В  = 6, В С  = 3, АА, = 4.

433. Найдите расстояние между вершинами В  и С, 
прямоугольного параллелепипеда A...D,, если A S  = 6,A D  = 3, АА, = 4.

434 . В  прямоугольном  параллелепипеде A...D ,
найдите Z D B ,A „  если известно, что А В  = 13, ВС  = 5,АА, = 12.

435 . В  прямоугольном  параллелепипеде A...D ,
найдите Z D B D ,, если известно, что А В  = 13, ВС  = 5,АА, = 12.

436. Два ребра прямоугольного параллелепипеда, 
выходящие из одной вершины, равны 6 и 8. Площадь
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поверхности этого параллелепипеда равна 208. Най­
дите длину третьего ребра, выходящего из той же 
вершины.

437. Стороны основания прямоугольного парал­
лелепипеда равны 6 и 8. Диагональ параллелепипеда 
составляет с плоскостью основания угол, тангенс 
которого равен 0,8. Определите полную поверхность 
параллелепипеда.

438. Определите объем прямоугольного паралле­
лепипеда, диагональ которого равна 1 и составляет с 
одной гранью угол 30°, а с другой 45°.

439. В  прямоугольном параллелепипеде A ...D , 
А В  = 2, AD  = 4, АА, = 3, точка К  — середина ребра А В . 
Найдите угол между прямыми А,С, и В ,К .

440. Угол между диагоналями основания прямо­
угольного параллелепипеда равен 30°. Диагональ 
параллелепипеда составляет с плоскостью основания 
угол 45°. Найдите высоту параллелепипеда, если его 
объем равен 16.

441. В  основании прямого параллелепипеда лежит 
параллелограмм со сторонами 2 и 8 и острым углом
60°. Больш ая диагональ параллелепипеда равна 2\/33.
Определите его объем.

4 4 2 . В  п р я м о у г о л ь н о м  п а р а л л е л е п и п е д е  
A BC D A ,B ,C ,D , известно, что А,С  = 12, АА, = 4, А В  =
= 2-\/7. Найдите длину ребра В,С ,.

443. В  прямоугольном параллелепипеде А ...В , из­
вестны длины ребер: А В  = 6, AD  = 8, СС, = 18. Найди­
те угол между плоскостями A BC  и D,AC.

444. В  прямом параллелепипеде стороны основания 
равны 2 и 1, острый угол между ними равен 60°. Боль­
ш ая диагональ основания равна меньшей диагонали 
параллелепипеда. Найдите объем параллелепипеда.
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445. Основанием параллелепипеда служ ит ромб с 
острым углом 30°. Диагональ одной боковой грани 
перпендикулярна плоскости основания, а боковое реб­
ро составляет с плоскостью основания угол 60°. Най­
дите сторону основания, если полная поверхность па­
раллелепипеда равна 4-\/з.

446. Основанием прямого параллелепипеда A...D, 
является  ромб A B C D , сторона которого равна 4-Тз,

а угол B A D  равен 60°. Найдите расстояние от точки А  
до прямой CXD X, если известно, что боковое ребро дан­
ного параллелепипеда равно 8.

447. Объем параллелепипеда A...Dx равен 18. Най­
дите объем треугольной пирамиды D^ABC.

Правильная и прямая треугольная призмы

448. Объем правильной треугольной призмы равен 
25л/з. Радиус окружности, описанной около основа­

ния призмы, равен Ъ/yfs. Найдите высоту призмы.

449. Объем правильной треугольной призмы равен 
72-\/з, ее высота равна 8. Найдите сторону основания.

450. Боковая поверхность правильной треуголь­
ной призмы равна 6. Найдите высоту призмы, если 
прямая, проходящая через центр верхнего основания 
и середину стороны нижнего основания, наклонена к 
плоскости основания под углом 60°.

451. Объем правильной треугольной призмы равен
3. Найдите площадь сечения, проведенного через бо­
ковое ребро и равную ему высоту основания.

452. Через сторону основания правильной тре­
угольной призмы проведена плоскость, отсекающая 
от призмы пирамиду, объем которой равен 1. Найдите
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площадь сечения, если угол между секущей плоско­
стью и плоскостью основания равен 30°.

453. Основанием прямой треугольной призмы 
служит прямоугольный треугольник с катетами 5 и 
12. Объем призмы равен 75. Найдите длину бокового 
ребра.

454. В  правильной треугольной призме через сто­
рону нижнего основания и противоположную верши­
ну верхнего основания проведена плоскость, состав­
ляющ ая с плоскостью нижнего основания угол 45°. 
Плоскость сечения равна 1. Найдите объем призмы.

455. В  основании прямой призмы леж ит прямо­
угольный треугольник с острым углом 30°. Через ги­
потенузу нижнего основания и вершину прямого угла 
верхнего основания проведена плоскость, образующая 
с плоскостью основания угол 45°. Определите гипоте­
нузу основания, если объем треугольной пирамиды, 
отсеченной от призмы плоскостью, равен 2.

456. Основанием прямой призмы А В С А ХВ ХСХ я в ­
ляется равнобедренный ААВС, где А В  = В С  = 10, 
А В  = 16. Высота призмы равна 6. Найдите угол между 
прямой СХВ  и плоскостью А В В ,.

457. Основанием прямой призмы А ВС А 1В 1С1 явля­
ется прямоугольный ААВС, где ZC = 90°, А В  = 10,
ВС  = 2-JE, высота призмы равна 2л/з. Найдите угол 

между прямой ВС, и плоскостью А В В , .
458. Основанием прямой призмы служит равнобед­

ренный треугольник с углом 45° при основании. Най­
дите основание треугольника, если объем призмы ра­
вен \[2 -1, а боковая поверхность равна сумме площадей 

оснований.
459. Основанием прямой призмы А ВС А 1В 1С1 явл я ­

ется равнобедренный ААВС, боковая сторона которого
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равна 8д/з, a ZA C B  = 120°. Найдите расстояние от точ­

ки А  до прямой В ,С ,, если боковое ребро АА, = 5.

460. Основанием прямой призмы служ ит прямо­
угольный треугольник с острым углом 15°. Наиболь­
ш ая по площади боковая грань призмы представляет 
собой квадрат. Найдите тангенс угла между пересе­
кающимися диагоналями двух других боковых граней.

Правильная четырехугольная призма

461. Д иагональ правильной  четы рехугольной  
призмы равна 14, а диагональ боковой грани — 10. 
Определите полную поверхность призмы.

462. Д иагональ правильной  четы рехугольной  
призмы равна 9, а полная поверхность ее равна 144. 
Определите сторону основания и боковое ребро.

463. В  правильной четырехугольной призме сто­
рона основания равна 1, а диагональ призмы образует 
с плоскостью боковой грани угол 30°. Найдите объем 
призмы.

464. Объем правильной четырехугольной призмы 
равен 1. Найдите сторону основания, если угол между 
диагональю призмы и боковой гранью равен а.

465. В  правильной четырехугольной призме пло­
щадь основания равна 144, а высота — 14. Определите 
диагональ этой призмы.

466. Определите диагональ правильной четырех­
угольной призмы, если диагональ основания равна 8, 
а диагональ боковой грани — 7.

467. В  правильной четырехугольной призме A...D,,
стороны основания которой равны 2, а боковые ребра
равны 4, найдите угол между прямой А В ,  и плоско­
стью BD D ,.
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468. Объем правильной четырехугольной призмы
1равен 1, a cos а = —, где а — угол между диагоналями 
3

двух смежных боковых граней. Найдите сторону осно­
вания призмы.

Правильная шестиугольная призма
В  правильной шестиугольной призме A...F ,, все реб­

ра которой равны:

469. л/13, найдите тангенс угла AD,D ;

470. V7, найдите угол АС,С\
471. 13, найдите расстояние между точками С и Е ,;

472. 2>/5, найдите расстояние между точками B vlE ,.
473. В  правильной шестиугольной призме A...F,, 

стороны основания которой равны 6, а боковые ребра 
равны 8, найдите расстояние от точки F  до прямой
а д -

474. Найдите площадь боковой поверхности пра­
вильной шестиугольной призмы, если сторона основа­
ния равна 3, а диагональ боковой грани — 5.

475. Найдите площадь боковой поверхности пра­
вильной шестиугольной призмы, если боковое ребро 
равно 5, а наибольшая диагональ — 13.

476. Определите объем правильной шестиугольной 
призмы, если длина наибольшей диагонали равна 1, а 
боковые грани — квадраты.
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Правильная треугольная пирамида
477. В  правильной треугольной пирамиде М А В С  

площадь основания равна 13, объем пирамиды равен
91. Найдите длину высоты М О .

478. В  правильной треугольной пирамиде М А В С  
объем равен 72, а высота М О  равна 12. Найдите пло­
щадь основания пирамиды.

479. В  правильной треугольной пирамиде М А ВС  
D  — середина ребра ВС. Известно, что А В  = 8, а пло­
щадь боковой поверхности равна 96. Найдите длину 
апофемы M D .

480. В  правильной треугольной пирамиде М А В С  
D  — середина ВС. Известно, что M D  = 12, а площадь бо­
ковой поверхности равна 90. Найдите длину отрезка АВ .

481. Определите объем правильной треугольной 
пирамиды, если высота треугольника в основании пи­
рамиды равна 1, а апофема равна 2.

482. Определите высоту правильной треугольной 
пирамиды, объем которой равен 4л/3, если все пло­
ские углы при вершине прямые.

483. Высота правильной треугольной пирамиды 
равна 4л/з, а боковое ребро образует с плоскостью осно­
вания угол 45°. Найдите объем пирамиды.

484. Вы сота правильной треугольной пирамиды 
равна 4л/3, а боковая грань образует с плоскостью основа­
ния угол 60°. Найдите объем пирамиды.

485. В  правильной треугольной пирамиде М А В С  
D  — середина А В , А В  = 9, M D  = 6. Найдите площадь 
боковой поверхности пирамиды.
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486. Двугранный угол при основании правильной 
треугольной пирамиды равен 60°. Найдите боковую 
поверхность пирамиды, если расстояние от центра ос­
нования до середины апофемы боковой грани равно 1.

487. Боковая грань правильной треугольной пира­
миды составляет с плоскостью основания угол, тан­
генс которого равен 2. Найдите тангенс угла между 
боковым ребром и апофемой противолежащей грани.

488. В  правильной треугольной пирамиде М А В С  с 
основанием A B C  точка D  — середина ребра М А , точка 
Е  — середина ребра M B .  Найдите угол между плоскос­
тями C D E и A BC , если М С = 18, А В  = 12.

489. Отрезок прямой, соединяющий центр основа­
ния правильной треугольной пирамиды с серединой 
бокового ребра, равен стороне основания. Найдите 
тангенс угла между смежными боковыми гранями.

490. В  правильной треугольной пирамиде рас­
стояние от стороны основания до непересекающего ее 
ребра в 3 раза меньше стороны основания. Найдите 
тангенс угла между боковой гранью и плоскостью ос­
нования пирамиды.

491. В  правильной треугольной пирамиде сторона 
основания равна 2. Расстояние между боковым ребром 
и непересекающей его стороной основания равно 1. 
Найдите двугранный угол при основании пирамиды.

492. Сторона основания правильной треугольной пи­
рамиды равна 2, а высота, опущенная из вершины осно­
вания на противоположную ей боковую грань, равна 
1. Определите объем пирамиды.

493. В  правильной треугольной пирамиде, объем
которой равен 9%/2 и плоский угол при вершине 90°, 
найдите расстояние между боковым ребром и противо­
положной стороной основания.

494. Из основания высоты правильной треуголь­
ной пирамиды опущен перпендикуляр длиной 1 на
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боковое ребро. Найдите объем пирамиды, если дву­
гранный угол между ее боковыми гранями равен 60°.

495. Из основания высоты правильной треугольной 
пирамиды опущен перпендикуляр длиной 1 на боковое 
ребро. Найдите объем пирамиды, если двугранный угол 
между боковой гранью и основанием пирамиды равен 30°.

496. Из основания высоты правильной треугольной 
пирамиды опущен перпендикуляр длиной 1 на боко­
вую  грань. Найдите объем пирамиды, если боковое 
ребро составляет с плоскостью основания угол 60°.

497. В  правильной треугольной пирамиде двугран­
ный угол при основании равен 60°. Найдите боковую 
поверхность пирамиды, если расстояние от центра 
основания до боковой грани равно 1.

498. Высота правильной треугольной пирамиды 
равна 1. Боковая грань составляет с плоскостью осно­
вания угол 60°. Через сторону основания и середину 
противолежащ его бокового ребра проведена плос­
кость. Найдите площадь полученного сечения.

Правильный тетраэдр
499. Вычислить объем правильного тетраэдра, если 

радиус окружности, описанной около его грани, равен 1.
500. Полная поверхность правильного тетраэдра 

равна 24\/3. Определите высоту тетраэдра.

501. В  правильном тетраэдре через сторону основа­
ния проведена плоскость, делящая объем пирамиды в 
отношении 2 : 3, считая от основания. Найдите угол 
между этой плоскостью и плоскостью основания.

502. Площадь поверхности тетраэдра равна 6,8. 
Найдите площадь поверхности многогранника, вер­
шинами которого являю тся середины сторон данного 
тетраэдра.
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Треугольная пирамида
503. Основанием пирамиды служ ит равносторон­

ний треугольник. Две боковые грани пирамиды пер­
пендикулярны плоскости основания. Найдите угол 
между третьей боковой гранью и плоскостью основа­
ния, если боковая поверхность пирамиды относится к 
площади основания как 13 : 3.

504. 0(1 юванием пирамиды служит равносторон­
ним треугольник. Одна из боковых граней — также 
равносторонний треугольник и перпендикулярна пло­
скости основания. Определите сторону основания пи­
рамиды, если полная поверхность пирамиды равна

ч /б  -г 2 .

505. Основанием пирамиды служит равнобедрен­
ный треугольник, у  которого основание равно 6 и 
высота 9; боковые ребра равны между собой, и каждое 
равно 13. Определите высоту пирамиды.

506. Основанием пирамиды служит равнобедрен­
ный треугольник, у которого основание равно 12, а 
боковая сторона — 10. Боковые грани образуют с осно­
ванием равные двугранные углы, содержащие по 45°. 
Определите высоту пирамиды.

507. Боковые ребра треугольной пирамиды взаим­
но перпендикулярны, каждое из них равно 6. Найдите 
объем пирамиды.

508. В  треугольной пирамиде боковые ребра попар­
но перпендикулярны. Их длины составляют соответ­
ственно 3; 5 и 8. Найдите объем пирамиды.

509. В  основании пирамиды лежит прямоуголь­
ный треугольник с гипотенузой, равной 1, и острым 
углом 30°. Боковые ребра пирамиды наклонены к 
плоскости основания под углом 45°. Найдите объем 
пирамиды.
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510. Основанием пирамиды служ ит равнобедрен­
ный треугольник, площадь которого равна 3, а угол 
между боковыми сторонами равен 30°. Все боковые 
ребра пирамиды составляют с плоскостью основания 
одинаковые углы. Найдите тангенс этого угла, если 
объем пирамиды равен 1.

Треугольная усеченная пирамида
511. Основаниями усеченной пирамиды служ ат 

прямоугольные треугольники с острым углом 30°. Г и ­
потенузы треугольников равны соответственно 6 и 4. 
Найдите объем усеченной пирамиды, если ее высота 
равна у[з.

512. Основаниями усеченной пирамиды служ ат 
равнобедренные прямоугольные треугольники, гипо­
тенузы которых равны 7 и 5. Найдите объем усечен­
ной пирамиды, если ее высота равна 12.

513. Стороны оснований правильной усеченной 
треугольной пирамиды равны 2 и 1, а боковые ребра 
наклонены к плоскости основания под углом 60°. Най­
дите объем усеченной пирамиды.

514. Стороны оснований правильной треугольной 
усеченной пирамиды равны 6 и 12, высота равна 1. 
Найдите боковую поверхность.

Правильная четырехугольная пирамида
515. В  правильной четырехугольной пирамиде 

M A B C D  известно, что М О  = 12, АС = 10. Найдите дли­
ну бокового ребра М С.

516. В  правильной четырехугольной пирамиде 
M A B C D  известно, что М С  = 10, АС  = 12. Найдите дли­
ну высоты М О .
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'. I  /. И правильной четырехугольной пирамиде 
М 1/а 7» МЛ  = 20, высота М О  = 12. Найдите длину 
/(/»

‘>10. боковая поверхность правильной четырех- 
•, I "  п.ион пирамиды равна 60, а сторона основания — 
I. I бандите объем пирамиды.

019. Высота правильной четырехугольной пира- 
чиды равна 12, а сторона основания — 18. Найдите 
п нпцадь боковой поверхности пирамиды.

520. Диагональ квадрата, лежащего в основании 
правильной четырехугольной пирамиды, равна длине 
пикового ребра и равна 1. Найдите полную поверх­
ность пирамиды.

521. Определите объем правильной четырехуголь- 
пой пирамиды, если ее боковое ребро составляет с пло­
скостью основания угол 45°, а площадь диагонального 
сечения равна 1.

522. В  правильной четырехугольной пирамиде 
M ABCD  точка Е  — середина ребра М А, точка F  — се­
редина ребра М С. Найдите угол между плоскостями 
B E F  и А БС , если А В  = 6, М С  = 8.

523. В  правильной четырехугольной пирамиде 
M A BC D  боковое ребро М А  = -JE, сторона основания 
равна 2. Найдите расстояние от точки М  до плоскости 
A B N , где N  — середина ребра МС.

524. В  правильной четырехугольной пирамиде сто­
рона основания равна 1, а плоский угол при вершине 
пирамиды равен 30°. Найдите расстояние от центра 
основания пирамиды до ее бокового ребра.

525. В  правильной четырехугольной пирамиде 
косинус плоского угла при вершине равен 16/25. Най­
дите отношение площади диагонального сечения к 
площади ее основания.
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526. Апофема правильной четырехугольной пира­
миды равна 10. Тангенс двугранного угла при основа­
нии равен 4/3. Найдите площадь полной поверхности 
пирамиды.

527. Апофема боковой грани правильной четырех- 
угольной пирамиды равна бл/3, а угол между апофе­
мой боковой грани и плоскостью основания — 60°. 
Найдите объем пирамиды.

528. Боковое ребро правильной четырехугольной 
пирамиды равно 1 и наклонено к плоскости основания 
иод углом 60°. Найдите объем пирамиды.

529. В  правильной четырехугольной пирамиде дву­
гранный угол при боковом ребре равен 120°. Найдите 
площадь диагонального сечения, если боковая поверх­
ность равна 4.

530. В  правильной четырехугольной пирамиде рас­
стояния от центра основания до боковой грани и до
бокового ребра равны соответственно л/2 и л/3. Н ай ­
дите двугранный угол при основании пирамиды.

Четырехугольная пирамида
531. В  основании пирамиды лежит квадрат. Две бо­

ковые грани перпендикулярны плоскости основания, 
а две другие наклонены к  нему под углом 45°. Найди­
те объем пирамиды, если длина среднего по величине 
ребра равна 1.

532. В  основании пирамиды лежит прямоуголь­
ник. Две боковые грани перпендикулярны плоскости 
основания, а две другие наклонены к ней под углами 
30° и 60°. Найдите площадь основания пирамиды, 
если объем равен 9.

533. Основанием пирамиды служит ромб с диагона­
лями, равными 6 и 8; высота пирамиды проходит че-
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I" 1 т ч к у  пересечения диагоналей ромба, лежащего в 
■ »< mni.iimи пирамиды, и равна 1. Определите боковую
и.чи'рхность пирамиды.

534. Основанием пирамиды служ ит параллело­
грамм, у которого стороны равны 20 и 36, а площадь 
равна 360, высота пирамиды проходит через точку 
пересечения диагоналей основания и равна 12. Опреде­
лит боковую поверхность пирамиды.

Правильная четырехугольная 
усеченная пирамида

535. Стороны оснований правильной четырех- 
угольной усеченной пирамиды равны 3 и 5, ребро усе­
ченной пирамиды равно л/17. Найдите площадь пол­
ной поверхности.

536. Стороны оснований правильной четы рех­
угольной усеченной пирамиды равны 3 и 1. Найдите 
объем усеченной пирамиды, если ее высота равна 3.

537. Определить объем правильной четырехуголь­
ной усеченной пирамиды, если ее диагональ равна 18, 
а длины сторон оснований равны 14 и 10.

538. Высота правильной четырехугольной усечен­
ной пирамиды равна 3, сторона большего основания
равна 9к/2. Найдите объем пирамиды, если боковое 
ребро составляет с основанием угол 45°.

539. Основаниями правильной усеченной пирамиды 
служат квадраты со сторонами 2 и 1. Боковые ребра на­
клонены к  плоскости основания под углом 45°. Опре­
делите объем усеченной пирамиды.

540. Стороны оснований правильной четы рех­
угольной пирамиды равны 2 и 1. Определить объем 
пирамиды, если острый угол боковой грани равен 60°.
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541. Стороны оснований правильной усеченной че­
тырехугольной пирамиды равны 2 и 1. Найдите объем 
пирамиды, если боковая поверхность равна половине 
полной поверхности.

542. В  усеченной пирамиде разность площадей ос­
нований равна б, высота усеченной пирамиды равна 9, 
объем — 42. Определите площади оснований.

Правильная шестиугольная пирамида
543. В  правильной шестиугольной пирамиде апо­

фема равна 1, а двугранный угол при основании равен 
60°. Найдите полную поверхность пирамиды.

544. Найдите боковую поверхность правильной 
шестиугольной пирамиды, высота которой равна 1, 
а боковое ребро равно 2.

545. Объем треугольной пирамиды, являющ ейся 
частью  правильной ш естиугольной пирамиды, ра­
вен 1. Найдите объем шестиугольной пирамиды.

546. Сторона основания правильной шестиуголь­
ной пирамиды равна 8, а угол между боковой гранью и 
основанием равен 45°. Найдите объем пирамиды.

547. Найдите сторону основания правильной ше­
стиугольной пирамиды, объем которой равен 9лЯТ/4,
если известно, что ее боковая поверхность в 10 раз 
больше площади основания.
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Многогранники
548. Найдите площадь поверхности многогранника 

(все двугранные углы прямые).
10

549. Найдите площадь поверхности многогранника 
(все двугранные углы прямые).
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550. Найдите объем многогранника (все двугран­
ные углы прямые).

551. Найдите объем многогранника (все двугран­
ные углы прямые).

8

552. Найдите объем многогранника (все двугран­
ные углы прямые).
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553. Найдите объем многогранника (все двугран­
ные углы прямые).

554. Найдите квадрат расстояния между верши­
нами А  и Сг многогранника. Все двугранные углы  
прямые.
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555. Найдите квадрат расстояния между верши­
нами В 1 и D 2 многогранника. Все двугранные углы 
прямые.

556. Найдите tg Z A D B  многогранника. Все дву­
гранные углы прямые.
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557. Найдите tg Z D lB lC l многогранника. Все дву­
гранные углы прямые.

D 2 2 С2

§ 12. Фигуры вращения 

Цилиндр
558. Площадь боковой поверхности цилиндра рав­

на 81л, а диаметр основания — 9. Найдите высоту 
цилиндра.

559. Площадь боковой поверхности цилиндра рав­
на 20л, а высота — 4. Найдите диаметр основания.

560. Объем цилиндра равен 8п\[5, а высота — 2уо. 
Найдите диагональ осевого сечения.

561. Площадь боковой поверхности цилиндра рав­
на 24л, а его объем равен 48л. Найдите его высоту.

562. Осевым сечением цилиндра является квадрат 
с диагональю 6̂ /2 / к2. Найдите объем цилиндра.

563. Осевым сечением цилиндра является квадрат 

с диагональю ^/72\/2/л- Найдите объем цилиндра.
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564. В  основании прямой призмы лежит прямо­
угольный треугольник с катетами 6 и 8. Боковые реб­
ра равны 7/л. Найдите объем цилиндра, описанного 
около этой призмы.

565. В  основании прямой призмы лежит прямо­
угольный треугольник с катетами 12 и 5. Боковые реб­
ра равны 16/л. Найдите объем цилиндра, описанного 
около этой призмы.

566. В  основании прямой призмы лежит квадрат со 
стороной 5. Боковые ребра равны 18/л. Найдите объем 
цилиндра, описанного около этой призмы.

567. П равильная треугольная призма вписана в 
цилиндр, радиус основания которого равен 2%/з, а вы ­
сота равна 2. Найдите площадь боковой поверхности 
призмы.

568. Цилиндр и конус имеют общие основание и 
высоту. Найдите объем конуса, если объем цилиндра 
равен 150.

569. Прямоугольный параллелепипед описан около 
цилиндра, радиус основания которого равен 4. Объем 
параллелепипеда равен 16. Найдите высоту цилиндра.

Конус
570. Высота конуса равна 8, а диаметр основа­

ния — 30. Найдите образующую конуса.

571. Диа метр основания конуса равен 56, а длина 
образующей — 53. Найдите высоту конуса.

572. Найдите площадь боковой поверхности пря­
мого кругового конуса, если образующая его равна 7, 
а площадь основания — 36/л.
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573. Площадь боковой поверхности конуса равна 
13, длина образующей — 1/>/Зл. Найдите площадь

основания конуса.

574. Образующая конуса 1 = 6 / ifn и составляет с 

плоскостью основания угол 30°. Найдите объем конуса.

575. Образующая конуса 1 = 4^/97 л и составляет с 

плоскостью основания угол 30°. Найдите объем конуса.
576. Площадь боковой поверхности конуса равна 

65л, образующая конуса — 13. Найдите котангенс 
угла между образующей конуса и его высотой.

577. Объем конуса равен 4,5л, высота его равна 6. 
Найдите тангенс угла между высотой и образующей 
конуса.

578. Объем конуса равен 2л2/3, а боковая поверх­
ность равна сумме площадей основания и осевого сече­
ния. Найдите радиус основания конуса.

579. Разность между образующей и высотой конуса 
равна 1, а угол между ними равен 60°. Найдите объем 
конуса.

580. Осевым сечением конуса служит равнобедрен­
ный прямоугольный треугольник, площадь его рав­
на 9. Найдите объем конуса.

581. Объем конуса равен 24. Через середину высо­
ты параллельно основанию конуса проведено сечение, 
которое является основанием меньшего конуса с той 
же вершиной. Найдите объем меньшего конуса.

582. Высота конуса 20, радиус его основания — 25. 
Найдите площадь сечения, проведенного через верши­
ну, если его расстояние от центра основания конуса 
равно 12.
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583. Через вершину конуса под углом в 45° к ос­
нованию проведена плоскость, отсекающая четверть 
окр уж ности  основания. Вы сота  конуса равна 10. 
Определите площадь сечения.

584. Найдите объем V  части конуса. В  ответе ука­
жите значение V/к (рис. 1).

Рис. 1

585. Найдите объем V  части конуса. В  ответе ука­
жите значение V/% (рис. 2).

Рис. 2
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Усеченный конус
586. В  усеченном конусе диагональ осевого сечения 

равна 10, радиус меньшего основания — 3, высота — 10. 
Найдите радиус большего основания.

587. В  усеченном конусе диагональ осевого сечения 
равна 10, радиусы оснований — 2 и 4. Найдите высоту 
конуса.

588. Радиус одного основания усеченного конуса 
вдвое больше другого; боковая поверхность равна 
сумме площадей оснований!; площадь осевого сечения 
равна 36. Найдите объем.

589. Высота усеченного конуса равна 3. Радиус 
одного основания вдвое больше другого, а образую­
щая наклонена к основанию под углом в 45°. Найдите 
объем.

590. В  усеченном конусе диагонали осевого сече­
ния взаимно перпендикулярны, длина каждой из них
равна у42-л/3)/л/2. Угол между образующей и плос­
костью основания равен 75°. Найдите полную поверх­
ность усеченного конуса.

591. Радиусы оснований усеченного конуса и его 
образующая относятся как 1 : 4 : 5 ,  высота равна 8. 
Найдите площадь боковой поверхности.

Шар
592. Площадь поверхности шара равна 64. На рас­

стоянии 3/2^4 от центра шара проведена плоскость. 
Найдите площадь полученного сечения.

593. Площадь поверхности шара равна 37/л. На 
расстоянии 1/2тг от центра шара проведена плоскость. 
Найдите длину полученной в сечении окружности.
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594. Дан шар радиуса R  = 8/\[n. Через конец ра­
диуса проведена плоскость под углом 60° к нему. Най­
дите площадь сечения.

595. Дан шар радиуса R  = 12/-Уте. Через конец ра­
диуса проведена плоскость под углом 30° к нему. Най­
дите площадь сечения.

596. В  шар вписан конус. Найдите высоту конуса, 
если радиус шара равен 5, а радиус основания кону­
са — 4.

597. В  шар вписан конус, образующая которого 
равна диаметру основания. Найдите отношение пол­
ной поверхности этого конуса к поверхности шара.

598. Около куба с ребром 2\/з описан шар. Найди­
те объем этого шара, деленный на л.

Треугольник
599. Пр ямоугольный треугольник с гипотенузой 

10 / ifn и острым углом 30° вращается вокруг гипоте­
нузы. Найдите объем тела вращения.

600. П р ям оугольн ы й  треугольник с катетами 
5/л/л и 12/л/л вращается вокруг меньшего катета. 
Найдите площадь полной поверхности тела вращения.

601. Прямоугольный треугольник с острым углом 
60° и гипотенузой, равной 1, вращается вокруг бис­
сектрисы внешнего прямого угла. Найдите объем тела 
вращения.

602. Прямоугольный треугольник с острым углом 
60° и противолежащим катетом длиной 1 вращается 
вокруг прямой, лежащей в плоскости треугольника, 
проходящей через вершину данного угла и перпенди­
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кулярной его биссектрисе. Найдите объем тела враще­
ния.

603. Равнобедренный треугольник с основанием

2^/3/ л и  высотой - - вращается вокруг в ы с о т ы .
2

Найдите площадь полной поверхности тела вращения.
604. Равнобедренный треугольник с основанием

6/л и высотой 5л/2 вращается вокруг основания. Най­
дите объем тела вращения.

605. Равносторонний треугольник со стороной 
'ф.6/л вращается вокруг одной из сторон. Найдите 
объем полученной фигуры вращения.

606. Равносторонний треугольник со стороной 
6 / ^  вращается вокруг одной из сторон. Найдите 
объем полученной фигуры вращения.

607. Правильный треугольник со стороной, рав­
ной 1, вращается вокруг прямой, проходящей через 
вершину треугольника и составляющей со стороной 
угол 45°. Найдите объем полученного тела вращения.

Прямоугольник

608. Прямоугольник со сторонами ф  / л и л/125 /л 
вращается вокруг меньшей стороны. Найдите пло­
щадь полной поверхности тела вращения.

609. Прямоугольник со сторонами 2л/7/л и 
вращается вокруг прямой, проходящей через середи­
ны больших сторон. Найдите площадь полной поверх­
ности тела вращения.

610. Прямоугольник, площадь которого равна 1, а 
угол между диагоналями равен 15°, вращается вокруг
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оси, проходящей через его вершину параллельно диа­
гонали. Найдите поверхность тела вращения.

611. Прямоугольник со сторонами 5 и 12 вращает­
ся вокруг перпендикуляра к диагонали, проведенного 
через ее конец. Найдите объем тела вращения.

Параллелограмм и трапеция
612. Ромб, площадь которого равна 13, вращается 

вокруг стороны. Определите поверхность полученного 
тела вращения.

613. Ромб со стороной 7 и острым углом 60° вра­
щается вокруг оси, проведенной через вершину этого 
угла перпендикулярно к стороне. Определите поверх­
ность тела вращения.

614. Ромб с диагоналями л/15 и 120/я  вращается
вокруг большей диагонали. Найдите объем получен­
ного тела вращения.

615. Квадрат со стороной ф$1/2тс* вращается во­
круг диагонали. Найдите объем полученного тела вра­
щения.

616. В  равнобедренной трапеции с острым углом 
75° большее основание равно 1, а диагональ перпен­
дикулярна боковой стороне. Найдите объем тела, по­
лученного вращением трапеции вокруг ее большего 
основания.

617. Равнобедренная трапеция с острым углом 45° 
вращается вокруг боковой стороны длиной 6, равной 
меньш ему основанию. Найдите объем полученного 
тела вращения.
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§ 13. Дополнительные задачи

618. В  треугольной пирамиде две боковые грани 
взаимно перпендикулярны. Площади этих граней рав­
ны 12 и 8, а длина их общего ребра равна 4. Определи­
те объем пирамиды.

619. Площадь сечения куба плоскостью, проходя­
щей через концы трех ребер, выходящих из одной
вершины, равна 8л/з. Найдите длину ребра куба.

620. Основанием пирамиды служит прямоуголь­
ник, площадь которого равна 36. Две боковые грани 
перпендикулярны плоскости основания, а две другие 
наклонены к  ней под углами 30° и 60°. Найдите объем 
пирамиды.

621. В  пирамиде сечение, параллельное основа­
нию, делит высоту в отношении 3:5 (считая от верши­
ны пирамиды), площадь сечения меньше площади ос­
нования пирамиды на 330. Найдите площадь сечения.

622. Найдите объем правильной треугольной пира­
миды, у  которой плоский угол при вершине равен 90°, 
а расстояние между боковым ребром и противополож­
ной стороной основания равно 3%/2.

623. Дана правильная четырехугольная пирамида 
M A BC D , все ребра которой равны 1. Найдите радиус 
шара, вписанного в пирамиду.

624. Диаметр шара, равный 30, служит осью ци­
линдра, у которого радиус основания равен 12. Опре­
делите объем шара, заключенного внутри цилиндра.

625. Диагонали ромба 15 и 20. Ш аровая поверх­
ность касается всех его сторон. Радиус шара равен 10. 
Найдите расстояние от его центра до плоскости ромба.
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626. Радиус шара равен 9. В  него вписана правиль­
ная четырехугольная призма, высота которой рав­
на 14. Найдите сторону основания призмы.

627. Основанием треугольной пирамиды М А В С  
служит прямоугольный треугольник A BC  с катетами 
А В  = 1 и АС = 2. Ребро М А  = 3 и перпендикулярно плос­
кости А БС . Найдите радиус шара, описанного около 
пирамиды.

628. Осно ванием  четы рехугольной  пирамиды 
M A BC D  служит прямоугольник ABCD . Точка F  лежит 
на ребре M B ,  причем К В :М В  = 2:5. Найдите отноше­
ние объемов многогранников, на которые разбивает 
пирамиду плоскость, проходящая через точки A, D, F.

629. В  кубе A B C D A lB lC ]D l через вершину В  прове­
дена диагональ. Найдите отношение площади сечения 
куба плоскостью, перпендикулярной указанной диа­
гонали и проходящей через ее середину, к площади 
его полной поверхности.

630. Около шара описан прямой параллелепипед, 
диагонали основания которого равны 2 и 4. Найдите 
полную поверхность параллелепипеда.

631. Объем шара, вписанного в конус, равен
2 7

Угол при вершине осевого сечения конуса 60°. Найди­
те площадь боковой поверхности конуса.

632. В  конус, осевым сечением которого является 
равносторонний треугольник, вписан шар, объем ко­
торого равен 36л. Найдите высоту конуса.

633. В  основании прямой призмы лежит равнобед­
ренный прямоугольный треугольник, площадь кото­
рого равна 18. Найдите площадь боковой поверхности
призмы, если ее высота равна 2-л/2.
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634. Площадь боковой поверхности конуса равна 
36, расстояние от центра основания до образующей 
конуса равно 7. Найдите объем конуса.

635. Расстояние между непересекающимися диаго­
налями двух смежных боковых граней куба равно 2. 
Найдите полную поверхность куба.

636. В  наклонной треугольной призме стороны 
основания равны 5, 6 и 9, боковое ребро равно 10 и со­
ставляет с плоскостью основания угол 45°. Определите 
объем призмы.

637. В  треугольной призме расстояния между боко­
выми ребрами относятся как 9 : 10 : 17. Боковое ребро 
равно 1, боковая поверхность равна 6. Определите 
объем призмы.

638. Сторона основания правильной треугольной 
призмы A B C A jB jC, равна 8, а диагональ боковой грани
равна 4%/5 . Найдите угол между плоскостью А ХВС  и 
плоскостью основания призмы.

639. В  правильной треугольной пирамиде М А ВС  
с основанием ABC. известны длины ребер: А В  = 24^3, 
М С  = 26. Найдите угол, образованный плоскостью ос­
нования и прямой А Е ,  где Е  — точка пересечения ме­
диан грани М ВС .

640. Отрезок прямой, соединяющий центр основа­
ния правильной треугольной пирамиды с серединой 
бокового ребра, равен стороне основания. Найдите 
угол между смежными боковыми гранями пирамиды.

641. Боковая поверхность правильной треугольной 
пирамиды в раз больше площади ее основания.

Найдите tg — , где а — плоский угол при вершине пи- 
2

рамиды.
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642. В  правильной треугольной пирамиде М А В С  
с основанием A B C  известны длины ребер А В  = 8л/з, 
М С  = 17. Найдите угол, образованный плоскостью ос­
нования и прямой, проходящей через середины ребер 
A M  и ВС.

643. В  правильной треугольной пирамиде М А В С  
с основанием A B C  известны длины ребер: А В  = 2л/з,

М С  = 4л/Го. Найдите угол, образованный плоскостью 
основания и прямой E F ,  где Е  — середина ребра A M , а 
точка F  делит ребро ВС  в отношении 1 :2 .

644. В  правильной треугольной пирамиде М А В С
!—с основанием A B C  известны длины ребер: А В  = 5\'3,

М С  - Юл/2. Найдите угол, образованный плоскостью 
основания и прямой СЕ, где Е  — середина A M .

645. В  правильной четырехугольной пирамиде 
M A BC D  известны: А В  = 8, высота М О  = 3. Точка К  — 
середина ребра M B ,  точка Р  — середина ВС. Найдите 
угол между прямыми А К  и М Р .

646. Сторона основания правильной четырехуголь­
ной пирамиды M A B C D  равна 4л/2, угол между боко­
вым ребром и плоскостью основания равен arctg 0,25. 
Точка Е  — середина ребра M D , точка F  — середина 
ребра ЛИ. Найдите угол между прямыми С Е  и M F .

647. В  основании прямой призмы A BC D A lB 1CiD l ле­
ж ит ромб ABC,D. Известно, что ZA BC  = 30° и А В  = ССГ 
Надите угол между плоскостями A BC  и A D M , где М  — 
середина ребра В В Х.

648. В  правильной четырехугольной пирамиде 
M A B C D  через диагональ основания B D  перпендику­
лярно ребру М С  проведено сечение. Найдите объем 
пирамиды, если плоскость сечения образует с плос­
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костью основания угол а, где sin а = 7/4, а площадь 
сечения равна 189.

649. В  треугольной пирамиде длины двух непересе- 
кающихся ребер равны 12 и 4, а остальные ребра имеют 
длину 7. В  пирамиду вписана сфера. Найдите расстоя­
ние от центра сферы до ребра наибольшей длины.

650. Высота прямого кругового конуса равна 4, 
а радиус основания равен 2. В  конус вписана пра­
вильная треугольная пирамида М А ВС  (М  — вершина 
конуса). Определите объем тела, заключенного между 
гранью пирамиды М А В  и меньшей частью конуса.

651. В  конус вписан шар. Окружность касания 
шаровой и конической поверхности делит объем шара 
в отношении 5 : 27. Найдите угол между образующей 
и плоскостью основания.

652. Высота пирамиды равна 5, а основанием слу­
ж ит треугольник со сторонами 7, 8 и 9. Некоторая 
сфера касается плоскостей всех боковых граней пи­
рамиды в точках, лежащих на сторонах основания. 
Найдите радиус сферы.

653. Диаметр шара совпадает с высотой конуса, 
объемы конуса и шара равны. Вычислите отношение 
длины линии пересечения поверхности шара и боко­
вой поверхности конуса к длине окружности основа­
ния конуса.

654. В  конус вложен шар так, что их поверхности 
касаются. Объем тела, заключенного между ними, в 
8 раз меньше объема шара. Найдите угол при вершине 
осевого сечения конуса.

655. Четырехугольная пирамида M A BC D  вписана 
в сферу, центр которой лежит в плоскости основания 
A BC D . Диагонали АС  и B D  основания пересекаются 
в точке О, причем М О  — высота пирамиды. Найди­
те длины ребер С М  и CD, если СО = 4, A M  = 3,75, 
A D  = 3 h A B  = В М .



88 « •  Математика. Залачи типа 14 (С2)

656. Объ ем правильной треугольной усеченной 
пирамиды в 3 раза больше объема вписанного в него 
шара. Найдите угол между боковой гранью пирамиды 
и плоскостью ее основания.

657. И з середины высоты  правильной четырех­
угольной пирамиды проведены два перпендикуляра: 
один длиной 1,4 к боковому ребру, другой длиной 1 — 
к  боковой грани. Найдите объем пирамиды.

658. Высота треугольной пирамиды М А ВС , опу­
щенная из вершины М ,  проходит через точку пересе­
чения высот треугольника A BC . Найдите отношение
площ адей граней А В М  и A C M ,  если М С  = 6-л/2, 

M B  = 6 + л/2, ВС  = 2 у119.

659 . В  пирамиде М А В С  и звестно , что  ребро
1 л

M B  J_ (ABC), ZA B C  = 60°, ABAC = 30°, M B  = 10, BC  = -=■.
V3

Найдите расстояние между прямыми A B  и МС.

660. В  правильной треугольной пирамиде М А В С  
с вершиной М  высота равна 7, точка К  — середина 
отрезка АС. Сфера, проходящая через точки К ,  А  и В , 
касается ребра М С  в такой точке Е , что M E  : ЕС  = 2 :1 . 
Найдите апофему пирамиды М АВС .

661. В  правильной треугольной пирамиде М А ВС  с 
вершиной М  даны М А  - 8 , А В  = 12. На боковых реб­
рах М С  и М А  взяты  точки Е  и F  соответственно так, 
что M E  = M F  = 2. Найдите радиус сферы, проходящей 
через точки Е ,  F , А  и В .

662. Дана треугольная призма А ВС А ХВ 1СХ. На реб­
ре СС, выбрана точка D. Сечение, проходящее через 
точки А , В , и D, делит призму на два многогранника 
A B C D B 1 и B lA A lC lD, отношение объемов которых рав­
но 5 : 8 . В  каком отношении точка D  делит ребро СС,?
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663. Найдите объем тетраэдра ABCD  с длинами ре­
бер А В  = 5, АС = 1 и CD = 7, если расстояние между сере­
динами М  и N  его ребер АС и B D  равно 3, а прямая АС 
образует равные углы с прямыми А В , CD  и M N .

664. В  правильной треугольной пирамиде М А ВС  с
вершиной М  точка К  — середина отрезка А В , М К  = -Jl7. 
Сфера, проходящая через точки В , С я  К ,  касается 
ребра М А  в такой точке F , что А В  : F M  = 1 :2 . Найдите 
высоту М О  пирамиды М А ВС .

665. В  прямой круговой конус вписан шар. Отно­
шение площади полной поверхности конуса к  площа­
ди поверхности шара равно 49 : 12. Найдите отноше­
ние удвоенного объема шара к объему конуса.

V l7666. Сфера радиуса ---  касается всех сторон пра-
2

вильного треугольника A B C . Точка М  такова, что 
плоскости М А В , М В С  и M C A  касаются сферы. Рас ­
стояние от точки М  до плоскости ABC  равно 8 . Найдите 
объем пирамиды М АВС.

667. В  правильной треугольной пирамиде М А ВС  
с вершиной М  проведена медиана B D  в А М В С  и даны 
А В  = 2, М А  = 6 . Через середину F  ребра M B  проведена 
прямая F E ,  параллельная ребру АС. Через точку А  про­
ведена прямая, пересекающая прямые BD  и F E  в точ­
ках К  и L  соответственно. Найдите длину отрезка K L .

6 6 8 . В  четырехугольной пирамиде M ABCD основанием 
является параллелограмм ABCD, А В М  С = А А М В - 90°. 
Все вершины пирамиды лежат на окружностях осно­
ваний усеченного конуса, высота которого равна 1,5, 
а радиусы оснований равны 1 и 1,25. Найдите объем 
пирамиды.

669. В  основании призмы А ВС А 1В 1С1 лежит прямо­
угольник A B C D . Острые углы  D lDA  и D^DC равны 
между собой, угол между ребром D YD  и плоскостью
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основания призмы равен arccos j— , a CD  = 5л/б. Все
V13

грани призмы касаются некоторой сферы. Найдите ВС  
и угол между плоскостями D XDC  и ABC.

670. В  кубе А...П, найдите угол между диагональю 
АН, и плоскостью D D XB XB .

671. Основанием прямоугольного параллелепипеда 
А...Н, является квадрат со стороной 5, длина бокового 
ребра равна 12. Найдите расстояние от вершины D  до 
диагонали С ХВ  боковой грани.

672. Основанием прямоугольного параллелепипеда 
А...Н, является квадрат со стороной 3. Через диаго­
наль АС основания и середину ребра С ,Н , проведена 
плоскость. Найдите тангенс угла между этой плоско­
стью и плоскостью основания параллелепипеда, если
высота параллелепипеда равна Зл/2 .

673. В  правильной четырехугольной пирамиде 
M A B C D  сторона основания равна 6 , а высота — 12. 
Через сторону основания А В  и медиану B F  боковой 
грани М В С  проведена плоскость. Найдите угол между 
этой плоскостью и плоскостью основания пирамиды.

674. В  правильной четырехугольной пирамиде 
M A B C D  сторона основания и высота равны соответ­
ственно 4 и 8 . Найдите расстояние между медианой 
B E  боковой грани М В С  и ребром A M .

675. В  основании прямой призмы А В С А ХВ ХСХ ле­
жит равнобедренный треугольник A BC , где АС  = 90°. 
Известно, что АС  = ВС  = АА ,. Найдите угол между 
прямыми А ХЕ  и AD, если Е  — середина AC, D  — сере­
дина А ХВ Х.

676. В  правильной треугольной пирамиде М А В С  
все плоские углы при вершине М  прямые. Н а середи­
нах ребер А В , АС  и М С  взяты  соответственно точки D, 
Е  и F . Найдите угол между прямыми D F  и M E .
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677. В  прямоугольном параллелепипеде А...Н , 
найдите расстояние между прямыми АН , и DCX, если 
АА, = 2, А В  = 6 , АО = 8 .

678. В  основании пирамиды M A B C D  лежит пря­
моугольник, в котором А В  : A D  = 1 :2 .  Известно, что 
боковое ребро M B  А (A BC D ) и M B  = А В  — 4. Найдите 
расстояние от точки О — центра основания, до плоско­
сти M AD .

679. Высота МО  правильной треугольной пирами­
ды М А В С  равна стороне ее основания. Найдите угол 
между прямой М С  и плоскостью М А В .

680. В  правильной четырехугольной пирамиде 
M A BC D  на ребре М А  взята точка К  — середина этого 
ребра. Найдите угол между прямой D K  и плоскостью 
М А В , если А В  : М А  = 1 :2 .

681. В  правильной призме A BC D A lB IC ID l отноше­
ние ребер А В  : АА, = 3 :4 . Найдите угол между плоско­
стями А В ,С  и B C XD.

682. На ребрах ВС  и M B  правильного тетраэдра 
М А В С  взяты  соответственно точки К  и N  — середины 
этих ребер. Найдите угол между плоскостями AirTV и 
М А В .

683. В  основании пирамиды лежит треугольник, 
стороны которого относятся как 13 : 14 : 15, а каждый 
из двугранных углов при ребрах основания равен 45°. 
Найдите отношение площади полной поверхности пи­
рамиды к площади ее основания.

684. В  правильной треугольной пирамиде через 
ребро основания длиной 1 проведено сечение, перпен­
дикулярное противолежащему боковому ребру. Най­
дите площадь поверхности пирамиды, если секущая 
плоскость делит боковое ребро в отношении 4 :2 .
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§ 14. Применение метода координат

685. Точки М  и N  — середины соответственно ре­
бер АА, и AD  куба А ...В ,. Найдите угол между прямы­
ми CXN  и А В ,.

686. В  правильной призме А ВС А ,В ,С , точка М  —
середина ребра АС, А В  : АА, = 1 : л/3. Найдите угол 
между прямыми В ,М  и ВА ,.

687. В  основании пирамиды М А В С  лежит прямо­
угольный /\АВС. Ребро М С  1 (A BC ), М С  = АС = ВС. 
На ребрах М С, M B  и М С  взяты соответственно точки 
Е , F  и К  — середины этих ребер. Найдите угол между 
прямыми C F  и А К .

6 8 8 . В  основании пирамиды M A BC D  лежит квадрат 
A B C  О. Ребро M B  1 (ABCD ), M B  = А В , Р  — середина 
ребра М С. Найдите угол между прямыми АС и PD.

689. В  правильной треугольной призме АВСА,В,С , 
все ребра равны 1. На ребрах АА, и СС, взяты  соответ­
ственно точки М  и N  — середины этих ребер. Найдите 
расстояние между прямыми А В , и ВС.

690. В  основании прямого параллелепипеда А...В, 
лежит параллелограмм с острым ZA = 60°. Известно, 
что А В  : AD  : АА, = 1 : 2 : 3 .  Найдите угол между пря­
мой В ,В  и плоскостью грани А А ,DO,.

691. В  правильной четырехугольной призме А...В, 
диагональ А ,С  образует с плоскостью основания угол 
45°. Найдите угол между прямой А ,С  и плоскостью 
А В ,В ,.

692. В  правильной четырехугольной пирамиде 
M A B C D  отношение высоты М О  к стороне основания 
равно 2 : 3. На диагонали АС отмечена точка К  такая, 
что А К  : АС  = 1 :4 .  Найдите угол между прямой М К  и 
плоскостью M B D .
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693. Точки М  и N  соответственно середины ребер 
С В  и А В  куба А ...В ,. Найдите угол между плоскостью 
диагонального сечения АА,С,С и прямой C,iV.

694. В  правильной четырехугольной призме А...В, 
диагональ А ,С  образует с плоскостью основания угол 
45°. Найдите угол между прямой А ,С  и плоскостью 
В ,В В ,  где точка Е  — середина СС,.

695. В  правильной четырехугольной пирамиде 
M A BC D  боковое ребро образует с плоскостью основа­
ния угол 45°. На высоте М О  пирамиды отмечена точка 
К  — середина МО. Найдите угол между прямой D K  и 
плоскостью М ВС.

696. Точка М  — середина ребра СС, куба А ...В ,. 
Найдите угол между плоскостями А ,В ,С  и B D M .

697. В  правильной треугольной призме А ВСА ,В , С,, 
все ребра которой равны I ,  найдите угол между пло­
скостями В М С , и В ,М С ,, где М  — середина ребра АС.

698. В  правильной треугольной призме АВСА ,В,С ,, 
все ребра которой равны 1 , найдите угол между плос­
костями А ,В В  и А А ,В .

699. В  правильной треугольной пирамиде М А В С  
высота М О  = А В .  Точки N, К  и Р  соответственно се­
редины ребер М А, АС  и М С. Найдите угол между пло­
скостями В К Р  и B N K .

700. В  основании прямой призмы А БС А ,В ,С , ле­
жит прямоугольный ААВС, где АС = ВС  = АА,. Извест­
но, что Р  — середина ребра В В Х. Найдите угол между 
плоскостями АРС, и ВСС,.



Разлел IV

РЕШ ЕНИЯ НАИБОЛЕЕ ТРУДНЫХ 
ЗАДАЧ

§ 1. Угол между двумя прямыми

4. Заметим, что угол между прямыми ВВу и А гС ра­
вен углу между прямыми ААу и AjC. Пусть /ААуС = а,

ААтогда из AАуАС (Z A tAC  = 90°) имеем cosa = где
A f i

ААу = 1, А ,С  — диагональ куба.

По свойству прямоугольного параллелепипеда, 
имеем

A f i 2 = А Б 2 + В С 2 + АА?, или

А ХС = -Ja2 + a 2 +a2 = \}зa 2 = a j 3 = 7з, где a = 1.

Тогда cosa = -l=, откуда a = arccos
V3 V3

О т в е т :  arccos-i-.
J3

10. Угол между прямыми A XC и A D  равен углу меж­
ду прямыми АуС и БС , где ВС  = AD  = 1 и A D  |j ВС.

П усть ZAyCB  Проведем диагональ A jS  грани 
ААуВуС, тогда из прямоугольного треугольника АуВС, 
где /А уВС  = 90°, находим

В С
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Поскольку куб является прямоугольным паралле­
лепипедом, то по свойству диагонали имеем 

А. С2 Л В  - В С 2 5- В В 2, или А,С2 --= 3,

откуда А,С = а/з .

Следовательно, cos a

О т в е т :  arccos

С,

1

1 1
—р-, а  - arccos —;=•.
/з V з

7 з '
21. Угол между прям ы ми 

АС и В С ! равен углу  между 
прям ы м и  ВС  1 и АуСу. П усть  
/АуСуВ  = а. Так как  призма 
правильная, то АуВ = С ХВ  как 
диагонали равных квадратов 
(по условию все ребра призмы 
равны 1). Значит, А АуВС  у — 
равнобедренный. Проведем вы ­
соту BD .

В  ABDCy DCy = —A,Cj 
2

1
2 '



96 «• Математика. Залачи типа 14 (С2)

Из А С ,В ,В  В С 2 =1 + 1 = 2; ВС , = л/2.

ВС, 1/2 1 л/2 72Тогда cos а = - г -  г- - - , а  - arccos —
ВС, 72 272 4 4

О т в е т :  arccos

24. Достроим призму А ВСА ,В ,С , до четырехуголь­
ной призмы.

Так как ААВС  — правильный, то А В С В  — ромб, где 
А В  и ВС  — диагонали ромба.

Проведем диагональ В ,В  боковой грани, тогда иско­
мый угол между прямыми А В , и А ,С  равен Z A B ,B  = а.

В  Л А В ,В  А В , = В ,В  = л/2. В  ЛАОВ /О А В  = 30°, 

тогда АО = А В  • cos 30° = л/з / 2, значит, А В  = 2 • АО = л/з.

Следовательно, по теореме косинусов 
А В 2 = А В ,2 — В , В 2 - 2АВ, • В ,В  cos а, или

3 = 2 + 2 -  2-л/2 - л/2 cos а, откуда

1 1cosoc = —, a = arccos —.
4 4

Ответ: arccos 1
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35. Угол между прямыми А В , и В ,С  равен углу 
С В ,В  = а. Так как В ,В  = В ,С  (как диагонали равных 
квадратов), то А ВВ ,С  равнобедренный.

1
л +=

Е М  С

Из А В В В ,  В В ,  = л/1 + 1 = 72. Сторону СВ найдем из
А ВВС , где В В  = ВС  = 1, Z B B C  = 180° ■ (6 - 2) : 6 = 120° 
(см. на плане), тогда Z E D M  = 60°.

л/3Из A EM D  M E  = D E  sin 60° = — , тогда
2

ЕС  = 2-— = 73.
2

Из АВ В ,С  по теореме косинусов имеем 
С Е2 = В ,В 2 + В ,С 2 - 2 • В ,В  • В ,С  cos а, или
3 = 2 + 2 -  2-Т2-л/2 cos а, или 4 cos а = 1,

1 1откуда cos а = —, тогда а = arccos —.
4 4

О т в е т :  arccos — .
4
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36. Продолжим прямые A F 1 и С Е г до пересечения в 
точке М  и соединим точки А  и D. Тогда A F \ЕXD  — рав­
нобедренная трапеция, а ДA M D  — равнобедренный.

М

А/а \ 
*  \

D

Z A M D  = а  — искомый угол между прямыми AD, и 
D E  j. По условию задачи все ребра правильной призмы 
равны 1, тогда F 1E 1 = 1, AD  = 2.

И з прям оугольного  A F ^ A ,  где A F  = F F 1 = 1,
a t ; =72.

Зам етим , что  AA M D  ~ A M F 1E 1, следовательно,
M FX М А  х *  + 72- ^ -  = — , гдe M F 1 = M E l = *, или _  = отку­

да находим *  = 72. Из ДA M D , где A M  = M D  = 272,
A D  = 2, по теореме косинусов получим

A D 2 = A M 2 -f M D 2 - 2AM  ■ M D  • cos а, или
4 = 8 -г 8 - 16 cos a, 16 cos a = 12,

3 3cosa = —, a  = arccos —.
4 4

О т в е т :  arccos — .
4

54. Так как B D  
1M D  = DC

медиана боковой грани М В С , то 

а, где а — ребро правильного тетраэдра.
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В

Из точки D опустим перпендикуляр D E  на пло­
скость основания ABC , тогда О Е = ЕС  — по теореме

Фалеса. Так как А В  = a = Д7з, то ОС = - J L  Высоту 

МО  тетраэдра найдем из АМ ОС: М О  = \1МС2 -О С2 =

.2a a [2 1 1 2  а= a j- .  D E  = - М О  = — i- a =—j= (средняя  = U. —. LJEj — — IVl̂ y — —* ~  w' [—
3 V3 2 2 \3  Тб

1 7з 
линия АМОС). B E  = - в с 7 з = ^ - .

2 2

Пусть Z B D E  = а — угол между высотой и медианой

BD , тогда cos а = --- = —т= : B D  ; BD  = 7В М 2 - M D 2 =
BD  Тб

Г Т Т Г Т  аТз а 2 2= , а - — а =---- , значит, cos а =  г= = —т*
\/ у 2 )  2 Тб аТз 372

272 72 72=--- =--- , откуда а = arccos---.
3-2 3 3

ЛО т в е т :  arccos — .
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56. Из точки Е  — середины A M  опустим перпенди­
куляр  Е К  на плоскость основания ABCD . Е К  — сред­
н я я  лин и я  А А О М . Т ак  к а к  высота М О  1 (A B C )  и 
М О  || Е К ,  то Е К  1  (ABC ), значит, Е К  Z  В К .  Поскольку

М

М О  || Е К ,  то угол между прямыми М О  и медианой B E  
равен Z K E B  = а. Поскольку все ребра пирамиды рав­

ны 1 (по условию), то из А А ВЕ, где А В  = 1, А Е  = i ,
2

V 4 2

В  ААО М  АО  = М О , тогда А О 2 + М О 2 = A M 2, или 
2А02 = 1,

АО2 =*-, АО = М О =  К Е  = - М О  = 4 -  
2 72 2 272

Теперь найдем искомый угол из А Е К М :
К Е  1 7з 2 1

cos а = — - = — т= '•  = — т=— т= - ~г=» тогда
B E  272 2 272-73 Тб

1а = arccos—т=.
Те

О т в е т :  arccos —!=.
Те

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач •» 1 01

61. Поскольку A D  || ВС , то угол между прямыми 
А/С и AD  равен углу между прямыми ВС  и М С.

М

Пусть Z M C B  = а.
По условию задачи В С  = 1, M B  = М С  = 2, тогда из 

А М В С  по теореме косинусов имеем
M B 2 = М С 2 + В С 2 - 2М С  ■ ВС  ■ cos а, или

= 4 — 1 - 2 • 2 • 1 ■ cos а, откуда находим cos а  = —,

1а = arccos —.
4

1О т в е т :  arccos — 
4

М
62. Известно, что 

в правильном ш ести­
угольнике a = R, где 
a — сторона правиль­
ного шестиугольника, 
R  = АО = ВО  = Е О  = 
= O F  = ОС — радиус 
описанной окруж но ­
сти. По условию А В  = 1, 
М А  = 2. Угол между
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прямыми M E  и CD  равен углу между M E  и B E .  Но 
M E  = M B  = B E  = 2, значит, A M  Е В  — правильный и 
Е М  Е В  = 60°.

О т в е т :  60°.

§ 2. Угод между прямой и плоскостью

75. Проведем диагональ B D  основания A BC D  и со­
единим вершину куба В , с точкой: О пересечения диа­
гоналей АС и BD .

Поскольку D D l jj В В ,  и В О , = В В ,  = 1, то из пря­
моугольного Д В ,ВО , где В ,В  A. BD , найдем искомый 
Z O B ,B  = а — угол между прямой В О , и плоскостью 
A C S ,.

В  Д В,О В В В 1 = 1, О В = ОА = R  = -J=-, тогда

t g a ‘ W ' l 2 '  a =m t S T2-

О т в е т :  arctg—j= .
V2

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач •»» 1 03

Замечание. Можно доказать, что если tg a  = — то
V2

sm a = —!= и a  = arcsin-i=-. (Доказать самостоятельно.)
7 з  7 з

77. Угол между прямой АА , и плоскостью В С ,В  
равен углу между прямой СС, и плоскостью В С ,В , 
т. е. ZOC,C.

В, С,

В  ЛОСС[ СС, = 1, ОС = R  — радиус описанной 
окружности. Известно, что в правильном четырех­

угольнике со стороной а, а = R J 2 , откуда =
v 2

или ОС = ~ ,  где о = 1.
л/2

Из прямоугольного ДОСС, находим:

tg a = -^- = -4=, где a  = ZOC.C, тогда a  = arctg~4=. 
СС, ^  1 % /2

О т в е т :  arctg -4=-.
л/2



104 «•  Математика. Залачи типа 14 (С2)

82. Угол между прямой АС  и плоскостью А В ,С , 
равен ZA ,C ,0  = а, где точка О —- основание перпенди­
куляра, опущенного из точки А , на плоскость АВ,С ,.

С,

Так как АА, _L (А ,В ,С ,), тоАА, Z А ,В ,.
Катет А ,В ,  найдем из прямоугольного ДА,В,С,, где

A . C . - l . C . D ,  -  i-C.B, -  i ;

1 1 \ U J  V4 2

Из AAA,В ,  найдем гипотенузу А В ,:

А В ,  = tJ a A 2 + А,В,2, А В , = =

Заметим, что ЛА,ОВ, ~ ААА,В, (как прямоугольные,
имеющие общий острый угол А,АО).

А, О АА,Имеем — 5—  = L , откуда
А, В , АВ ,

А ,В,-АА, 7 3 _У 2 1  
1 А В , 77 7 '

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач •»> 1 Од

Из прямоугольного АА,ОС,, где катет А ,0 721

гипотенуза А,С, = 1, находим искомый угол:
А О  721 . 7 2 1-, откуда а = arcsin ---- ,sm а
А,С,

О т в е т :  arcsin

7

721

83. Поскольку СС, jj В В ,  и СС, = В В ,  = 1, то угол 
между прямой СС, и плоскостью А С В, равен углу ме­
жду прямой В В , и плоскостью АСВ,.

Ci

Так как призма правильная, то А В , = В ,С  (как диа­
гонали равных квадратов). Из вершины В , проведем 
высоту В ,В ,  которая является и медианой ААВ,С, тог­
да Z B B ,B  = а — искомый угол.

В  Л В ,В В  В ,В  Z В В ,  В В  найдем из прямоугольного

АВСВ, где ВС  = 1, С В  = -  АС = - , тогда
2 2

B D , ,  Г У А .
V 4 2
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о , в в  7з . SЗначит, tg a  =----=--- , откуда a  = arctg — .
В В , 2 2

О т в е т :  arctg
2

92. Обозначим то чку  М  — пересечение прямых 
В,С , и В ,В , .  Далее из точки В , опустим перпендикуляр 
B,Af на прямую В М . Тогда ZB,A iV  = а — искомый угол 
между прямой А В , и плоскостью A BC ,.

Л В

В  прямоугольном Д В В ,М  известно: В В ,  = 1 (по усло-
1 л/3вию), В ,М  = — В ,В ,  = —  (см. №  35), тогда
2 2

В М =  л/вд2 + В ,М 2, В М =  =

Заметим , что ДB ,iV M  ~ Д В В ,М  (ка к  прямоуголь­
ные, имеющие общий угол B :M N ),  тогда имеем В ,В  =

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач •»  1 07

V21
= --- (см. №  5). Так как  А В ,  = л/ l-ь 1 = л/2, то из 

ДAB,iV  sin а  = BjiV: А В , = тогда а  = arcsin -Д=.
1 А  /  1 л

- у -   —'  ■*—'  I А Л I  » J. V_/JL ,ЦСЛ W . CAT C O i l l   / —Г .

14 л/42

О т в е т :  arcsin -Д=.
л/42

94. Заметим, что плоскость В В ,В ,  1  плоскости АСЕ,. 
Эти плоскости пересекаются по прямой M B ,.

В, В.

М

Так как  В В ,  Z  плоскости А ,В ,С ,, то В В ,  1 В ,£ ,. 
В ,М  = В , В ^ В М = 1  + В М ,

А Е .В .М  - А В В М (£ ,В ,  В В ) ,  тогда = где 
1 1  В ,М  В М

£ ,£ , = 2, В В =  - .
1 1 2

л-г 2 1/2 ПП(Г 1Получим ------ =---- , откуда В М  = —.
1 + В М  В М  3



108 «•  Математика. Залачи типа 14 (С2)

Значит, В .М  = 1 + —= —.
1 3 3

Из вершины В , проведем высоту B XN , где N  е Е ХМ , 
тогда Z B XA N  = a  — искомый угол между прямой А В , и 
плоскостью А С В ,. Высоту B XN  найдем из Д В ХЕ ХМ  срав­
нением S AR£W.

С одной стороны, SABiEM = - E xM - B xN, а с другой
2

стороны, S ^ EM - — В ,В , В ХМ , тогда 
2

4
В ,М  • B XN  = В ,В ,  • В ,М , где В ,В ,  = 2, В ,М  = - ,

О

в , м  = в д  + км.
  , /о

Из Д А Б ,В  В ,В  = J a e I ^ A K 2, А К  = - А С  = А - .
L i L i

Из Д А В ,В  A E x= ^ A K r + J¥ x =уД Т з )2+12 =2.

Значит, В , В  : ^л/з V L з ТГз22 -

V 2 /
= Л 4 - -  =4 2

Наконец, из Д В В М

713 л/13 2713Следовательно, В ,м  = i-----= — -— .
2 6 3

И спользуя соотношение В ,М  • B XN  = В ,В ,  • В
ПАГ В,В,В,М 2 -4 /3  4находим B .N  =—*— ------= — т=—  = —==•.

1 в , м  2 T i 3 / 3  7 1 з

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач •» 1 09

Тогда из прямоугольного AAN BX (AN  _L B XN ), полу­

чим sm a = В ,В
AB, 7 l3

4  : 7 2  =  4

726  ‘

О т в е т :
726  ‘

104. Пусть в правильном тетраэдре М А В С  А В  — 1, 
M E  — апофема грани М А В , О — центр правильного 
А М А В .  Так как B D  = M E  как  высоты правильных 
треугольников, то D N  — средняя линия АМОС, тогда 
СО 1 (М АВ), СО jj DN, значит, D N  1  (М АВ) и Z.DBN  = a —
ИСКО М Ы Й . м

Поскольку О Е = ON = N M  (N  — середина М О ), то

E N =  - M E .  Из АА ЕМ , где A M  = 1 ,А В =
3 2

M E  = = —  , тогда E N  = — =
4 2 3 2 3

Сторону B N  найдем из прямоугольного A B E N :
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Наконец, из A BN D  найдем искомый угол:

cos a

откуда а

B N
BD

arccos-

h

Я
2

л/7 2 2л/7
V l 2 л/3 6

V7
3

О т в е т :  а  = arccos V7
3

107. Пусть Е  — середина ребра A M . Так как диаго­
нали АС  и B D  квадрата перпендикулярны и М О  1 АС, 
то плоскость (M B D ) А АС. Значит, плоскость (M B D ) и 
есть плоскость, проходящая через точку D  перпендику­
лярно АС. Соединим точку Е  с точками О и С. Поскольку 
AM  DC правильный, то A M  А СЕ. В  ААО М  О Е  — медиана 
и высота, тогда О Е А A M . Следовательно, ZO EC  = а — 
искомый угол.

М

л/2Из AA B C  АС  = л/2, тогда ОС = — ; из ААОЕ, где
2

/о 1 1
АО = ОС = —  и А В  = —A M  = —, найдем

2 2 2

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач •» 111

из А Е С М  C B = J l - - =  — .
4 2

Наконец, из АОЕС  по теореме косинусов имеем 
ОС2 = О Е 2 + С В 2 — 2 ■ О Е • С Е  ■ cos а, или
1 1 3 1 л/3 л/3 1— = —J----2  -cos а, — cosa = —,
2 4 4 2 2 2 2

1 1cos а = — , откуда a = arccos —==.
л/З л/3

О т в е т :  arccos
л/3’

§ 3. Угол между двумя плоскостями
116. Очевидно, что в единичном кубе А ...В , плос­

кость A B lD l jj плоскости В С ,В , так как  B D  = B XD U 
А В , = ВС , и А В , = ВС,.

П усть О — точка пересечения диагоналей АС  и 
В В  квадрата А В С В . Тогда искомым линейным углом 
а между плоскостью A B C  и плоскостью В С ,В  будет 
ZC,OC = а.
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В  прямоугольном АС,ОС (ZC  = 90°), СС, = 1,

ОС = R  = -4=, тогда
л/2

ССtg a =-- 1 = у/2, a - arctg у/2.
ОС

О т в е т :  arctg %/2.

119. Так как боковые грани A A XD XD и ВВ ,С ,С  па­
раллельны и равны, то искомый угол между плоскос­
тям и  B D C X и A D D X равен углу между плоскостями 
£ШС, и ВС С Х.

D,_________________С,

s '  /  /

1

1
/  F

X  * /

1 / M A

1 /  a  4
D i c n . . ,. _  Л __________

✓  4

В  AB D C X B D  = D C X = С ХВ  — как диагонали граней 
куба. Проведем высоту D M  AB D C X и соединим точку 
М  с вершиной С куба, тогда Z D M C  = a  — искомый 
угол между плоскостями ВСС, и В В С ,.

Заметим, что AC M D  — прямоугольный, где катет
1 /?

CD = 1. М С  = M B  = ~ В С Х = —  .
2 1 2

Следовательно, из AD M C

tg а = = —J 1—  = - С  = л/2 , откуда а = arctg у/2.
М С  у/2 /2 у/2

Ответ: arctg л/2.

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач •»> 11 3

127. Плоскости А В ХС и А хВ С х пересекаются по пря­
мой M N . Пусть Е  — середина M N  и В  — середина В В ,  
ки'да Z B B B  = а — искомый.

Из А В В С ,  где Z B  = 90°, ВС  = 1 и С В  = - А С  = ~ ,
2 2

найдем В В :

Так как ААВ,С = АВ А ХС Х (по трем сторонам), то

B E  = D E , M N  = - А С  = -A.C , = - ,
2 2 1 1 2

M E  = -  M N  = - ,  M B  = i A , B  = - x / lM =  —  .
2 4 2 2 2

Из AB M E  B E  = у/M B 2- M E 2 , или
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Из A B D E  по теореме косинусов имеем 
B D 2 — D E 2 + B E 2 — 2 ■ D E  ■ B E  • cos a, или
3 7 7 л/7 a/7 3 7 7— = г 2 -------   • cos a, — =----- ■ cos a,
4 16 16 4 4 4 8 8

1 1cos a  = —, откуда a = arccos — .
7 7

О т в е т :  arccos —.
7

128. И ском ы й  угол между плоскостями A B C  и 
A jC B j измеряется линейным углом D CD l = а, где D  и 
D j — середины соответственно ребер А В  и A jB j.

А
N  ' X ' '

N \ 1 /
Ч \ 1 /

Ч t 1 /
> \|

* у \
У 1 \У А/ .

У Г  4У  . Ъ._____ ^
Z) В

Так как призма правильная, то ААВС  — правиль­
ный, тогда CD  — медиана и высота.

Из ACDB, где В В  = - А В  = - ,  ВС  = 1 , имеем 
2 2

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач •*> 11 а

1з ACDDl t g a = ^  = - ^ —  = 4 -
л/О / 2 v <j

, откуда

о - arctg
л/3 '

О тв е т :  arctg
>/з’

138. В  плоскости B E D 1 из точки B j  опустим пер­
пендикуляр B tM  на плоскость основания призмы. Так 
пак F E  = E D  и диагональ В В  проходит через центр 
■ ■снования, то Е М  — медиана, биссектриса и высота 
\/' £ В , тогда М  — середина FD .

А А

с .

с

В  прямоугольном AM В  В , имеем D DX — 1,
1 л/3 , DD,M D  = - £ В  =--  (см. № Зо), тогда tg а = -777 7 , или
2 2 MB

1 2  2tg а = -т=—  = —т=, откуда а = arctg -==. 
л/3/2 л/3 V3

Ответ: arctg
>/з‘
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140. Угол между плоскостями A B C  и F B D 1 равен 
Z D XM D  = а.

 D 1

~ Ж \

Так как  призма правильная, то D XF  = D XB ,  тогда 
D M  — высота и медиана AD XF B .

Из прямоугольного AM D D X, где D D X = 1,

M D  = A D - A M =  2- — = — , имеем
2 2

tg а = DD. 1 2 2   =----= —, откуда а = arctg —.
M D  3/2 3 3

О т в е т :  arctg — .
3

147. В  плоскости боковой грани M D C  проведем высо­
ту M E .  Так как все ребра пирамиды равны 1, то AMDC  —

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач •»> 11 7

правильный. Из А М ЕС , где М С  = 1, С Е  = —, M E  =
2

\[МС2 - С Е 2 = . | Г ^  = Д  = —  • Из точки О пересе-
4 У 4 2

чипия диагоналей основания проведем высоту ОЕ, то­
г д а  Z O E M  = a  — искомый угол между плоскостями 
ЛВС и M CD.

О Е  = — ВС  = — — средняя линия AADC.
2 2

ОЕ  1 л/3 1В  А М О Е cos a  = ----= —: —  = - 7= , откуда
M E  2 2 S

1а = arccos —7=.
л/3

О т в е т :  arccos —!=.
л/3

150. Так как пирамида правильная, то грани M A F  
п M DC  равные равнобедренные треугольники, боко­
вые ребра которых равны 2 , а основания 1 .

М
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Тогда Z K M P  — искомый угол между плоскостями. 
Апофему (вы соту ) М К  найдем из прямоугольного

А А М К, где A M  = 2, А К  = —А В  = - 1  = - ,
2 2 2

тогда М К  ■ И -I \2>

л/15

Известно, что в правильном шестиугольнике a = В , 
где а = А В  = 1, R  = АО  = А В  = 1, тогда из АА О К  О К  =

-Ра о 2 А К
V1 - -, значит, К Р  =-\/з, следо­

вательно, из АК М С  по теореме косинусов имеем
К Р 2 = М К 2 -  M B 2 - 2 • М К  ■ М Р  cos а, где а = ZK M C .

15 15 V l5  л/Тбо =  г 2--------- cos а, или 15 cos а = 9,
4 4 2 2

cos а = 0 ,6 .
О т в е т :  0,6.

151. Проведем апофему M N  правильной пирами­
ды и соединим центр основания с точкой N , тогда 
Z O N M  = а  — искомый угол между плоскостями A BC  
и М ВС .

М

Разлел IV. Решения наиболее трулных талач е »  11 9

Длину ON  найдем из AO BN , где ON  1  ВС,

О В  = А В  = 1, B N  = —ВС = —.
2 2

Значит, CW = л/О В2 - B N 2 = £ 1 ?  = — .
V 4 2

Длину апофемы М А  найдем из AM B N ,  где M B  = 2,

. . . .  L  ( l Y  fl5 л/15 тогда M N  = .l2 — = J— =--- .V  V2 j  V 4 2

Наконец, из AM O N , где М О  _!_ ОА, найдем искомый
/л„ гл ОА л/з 2 П Г  1

ZM N O  = a; cosa =----= р= = «/—  = -?=•
М А  2 л/15 V15 V5

О т в е т :  - 4 . 
л/5

§ 4. Расстояние от точки до прямой

162. Расстояние от точки А  до прямой В В ,  есть 
длина перпендикуляра А В .

Так как А ...В , единичный куб, то длины всех ребер 
равны 1. Применим метод сравнения площадей.
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>adab = ~ А В  ‘ A D i = - B D X - А Е ,  откуда

А Е  =

1 
2

A R A L ),

1
2

В В ,
L , где А В  = 1,

А В , = sjAD2 + D D 2 = >/2,

B D 2 = А В 2 -г В С 2 + А А ,2 (по свойству прямоугольного

1-л/2 V6параллелепипеда), В В ,  = л/з, тогда А Е

О т в е т : л/б

Замечание. Задачу можно решить другими спосо­
бами.

164. Расстояние от точки В  до прямой АС, есть дли­
на перпендикуляра B E .

Длину B E  найдем методом сравнения площадей. 

S aabc. = -  А В  ■ В С ,, где А В  1  В С „  А В  = 1 и ВС, = л/2.

С другой стороны, = — АС, • B E ,
2

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач •» 121

где АС, = ^ А В 'М В С 2 - В В 2 = 7з.

Следовательно, — 1л/2 = — л/з B E ,  откуда находим 
2 2

л/з  з

О т в е т : л/6

170. Расстояние от точки В  до прямой АС, есть 
длина перпендикуляра В В .  Проведем диагональ ВС, 
боковой грани, а из точки С, проведем высоту С,£ рав­
нобедренного ААС,В.

С,

Применим метод сравнения площадей:
1 1

ЛДС в

B D

= — АС, • В В  = — А В  • С ,Е, откуда 
2 2

А В С ХЕ
АС,

Так как длины всех ребер призмы равны 1 (по усло­

вию), то А В  = 1. Из ААС,Е, где А Е  = - А £  = —, АС, =
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= у]AC2 + СС2, или  А С , = л/l + l  = л/2; С ,В  найдем из 

прямоугольного ААВС,:

с,Е -  4ас; - а е ‘ -  ( г A  f  А -

Тогда B D  =

4 V4 2 

1-V7/2 л/7 л/14
V2 2л/2 4

О т в е т : л/14

171. Из точки  А  опустим перпендикуляр на про­
должение прямой В ,С . Пусть D  — точка пересечения, 
Z A B ,B  = а.

С,

В,

В

Так как призма правильная и все ребра равны 1, то 
Z A B ,C  найдем из ДАСВ, по теореме косинусов, где
АС = 1, А В ,  = В ,С  = л/2 (как диагонали равных квад­
ратов A A jB jB  и ВВ ,С ,С ).

Имеем А С 2 = A B f + В ,С 2 - 2АВ, • В ,С  • cos а, или

1 = 2 + 2 - 2 - 2 - cos а, откуда cos а  = —.
4
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Поскольку Z A B f i  — острый, то

sm а : г. г- I, ( Л. Л -cos =Т .

Из ААВВ, находим искомое расстояние А В :

А В  = АВ , sin а

О т в е т : л/14

196. Расстояние от точки С до прямой А ,В ,  есть 
длина перпендикуляра СМ.

А в,

Соединим точку С с точками А, и В ,.
Из ААА,С, где АС = л/2, АА, = 1, имеем

А,С = ^ (Т з )2-12 - 2; из АСС ,В„ где СС, = 1, В ,С , = 1,

имеем СВ, = л/l +1 = л/2.

Кроме того, А ,В , = 2.
Пусть M B ,  = у , А ,М  = 2 - у.
Из А М В,С  С М 2 = 2 - у2; 
из АА,МС С М 2 = 4 - (2 - у)2.
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Сравнивая правые части полученных равенств, по­
лучим 2 - у2 = 4 - (2 - у)2, или 2 - у2 = 4 - 4 + 4у - у2, 

1откуда находим у = —.

(  1 7 /7
Тогда С М 2 = 2 -  ! -  j = - , С М  = — .

V 2 J 4 2

О т в е т :
2

200. Соединим точку А  с точками С и С,. Заметим, 
что в правильном шестиугольнике АС 1 A F , так как 
Z F A B  = 180° • (6 - 2) : 6 = 120°, a ZBA C  = 30°. Кроме 
того, АС  — проекция АС, на плоскость основания

Е , D,

А  В

призмы. По теореме о 3-х перпендикулярах имеем 
ВС, A C ,D ,. Следовательно, АС, — искомое расстояние от 
точки А  до прямой С, В ,. В  прямоугольном ЛАСС, СС, = 1,
АС = \/з (см. №  35), тогдаАС, = лД + 3 = 2.

О т в е т :  2.
204. Расстояние от точки В  до прямой M F  есть дли­

на перпендикуляра B L .  Соединим точки В  и В , прове­
дем высоту М К  в равнобедренном A M FB . Применяя 
метод сравнения площадей к A M FB , имеем

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач •» 1 25

М

— M F  ■ B L  = - B F - M K ,  
2 2 

откуда B L  = М К   ̂р р  _  ^  (см. №  35), M F  = 2 
M F

(по условию), М К  найдем из прямоугольного A FK M : 

М К

B L

II
л/3-л/13 >/39

, 3 л/134 —  =----, тогда
4 2

О тв е т :

2-2

л/39

§ 5. Расстояние от точки до плоскости

214. Соединим вершину С, куба с точками В  и В . 
Поскольку В В  = В ,В , ,  то плоскость А В ,В ,  |j С ,В В . Кро­
ме того, A,(V = СМ .
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D, С,

Расстоянием от точки С до плоскости А В ,В , будет 
длина перпендикуляра CN.

Заметим, что CiV = СА, -A,jV, где А,С = л/ lT lT l  = л/3. 

С М  найдем из прямоугольного ДОСС,, где

ОС= - А С  = — , ОС, = ^ОС2 -г СС,2 = / ! =  —  .2 2 ’ V ' 12 2

В , = -  ОС, • С М  = -  ОС • С,С, или —  С М  = —  1,
1 2 2 2 2

откуда С М  = —  ~^= = - C M  = A,W  =
2 л/6 л/З л/3

Следовательно, искомое расстояние

СуУ = л/3-4= = -?=- 
л /з  7 з

2О т в е т :  —==.
л/3

218. Так как А ...В , единичный куб и В — середина 
ВС ,, то В  — середина А В ,  (ВС , = А В ,  как диагонали 
граней куба).

И з точки  В  проведем перпендикуляр ВЕГ к пло­
скости А В ,В ,  (см. рис. на плане), F E  1 А В ,,  значит,

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач •»» 1 2 7

В ,  С,

К Е  А А В ,,  следовательно, точка К  лежит на отрезке 
В ,В  А А В ,  (В ,В ,  = В ,А  как  диагонали граней куба, 
Е  — середина А В ,, значит, В ,В  — медиана и высота 
равнобедренного ДАВ,В,).

Отрезок F K  — расстояние от точки В  до плоскости 
А В ,В ,.

Имеем — ВЕГ • В ,В  = — В В  ■ В В ,, откуда
2 1 2

В В В В ,  1л/2/2 л/2/2 1
В ,В  “  I / J ^ f  Т з Т 2 - л/з'

F K

О т в е т :  —
7з

221. Плоскость А В ,С  представляет собой равно­
бедренный треугольник, где А В , = В ,С  как диагонали 
равных квадратов (все ребра правильной призмы рав­
ны 1 по условию задачи), тогда В ,В  — высота и медиа­
на ДАВ,С. Соединим точки В  и В . Искомым расстояни­
ем от точки В  до плоскости А В ,С  будет расстояние B E  
от точки В  до прямой В ,В .  Применяя метод сравнения 
площадей к  Д В ,ВВ , имеем
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— B .D  ■ B E  = — В В , - BD ,
2 ! 2

Б Д -BD , nrt Узоткуда B E  = --   , где В В ,  = 1, BD  = —  (находим
B,D  2

из ABDC), B }D  = JB B ^ + B D 2 = J l  

Тогда В В  =

3 V7

О т в е т :

4 2

УЗ У21
У7”  7
У21

237. Искомое расстояние от точки В  до плоскости 
С ВИ , равно вы соте  И М  прям оугольного  A B ,iV B

( Z B ^ JV  = 90 °), где B B j  = 1, B N  = ̂ B D  = Уз, тогда

B 1iV = y i ~ i  = 2.

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач •»» 1 29

Я, В,

В.

Заметим, что AB,BiV - A B M N  (как прямоугольные,
* - - Л.ч В М  ВВ,имеющие общии острый угол ЛГ), тогда ----   L

BJV В,АГ

откуда В М  - Уз-i Уз

О т в е т : Уз

Замечание. В М  можно найти  из соотношения 

^лдвл’ = ̂  -В-8 ! ' B N  B iN  ' В М  и т- Д-

241. Пусть М  — точка пересечения прямых ИС и 
В В .  Заметим, что угол между прямой B E  и плоскос-

£, В,
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тью A C D y равен углу между прямыми CD  и CDY. Так 
как ZD C D 1 = 45°, то Z K M E  = Z D f iD  = Z B M N  = 45°, 
где B N  перпендикуляр, опущ енный из точки  В  на 
плоскость ACD, т. е. B N  = В М  sin 45°.

В  А М В С  Z M C B  = 30°, ВС  = 1, тогда M B  = - .
2

„  ОЛГ_  1 У2 л/2
оН£1ЧИТ, J3iV — ---------- = ------.

2 2 4

О т в е т :
4

242. П о скольку  все ребра правильной четырех­
угольной пирамиды M A B C D  равны 1, то AM D C  — 
равносторонний, где точки Е  — центр треугольника, 
M E  = R  — радиус описанной окружности.

М

Т ак  к а к  a = я У з ,  где a = DC  = 1, R  = M E ,  то

M E  = 1/Уз. Тогда искомым расстоянием от точки А  
до плоскости M C D  будет длина перпендикуляра А Е .  
Из А А М Е , где A M  = 1, M E  = 1/Уз, найдем АД:

А Е  = 4 а М 2- М Е \  или А Е  = Х ^  = Д  = — .
V 3 \3 3

От вет :
3

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач •» 1 31

246. Поскольку прямая A D  || ВС , то AD  || плоскости 
М ВС , значит, расстояние от точки А  до плоскости 
М ВС  равно расстоянию от точки О до плоскости М ВС .

М

Проведем апофему M N . Так как боковые грани пира­
миды равные равнобедренные треугольники, то N  — 
середина ВС  и ON  _L ВС  (ON  —  радиус вписанной в ос­
нование окружности, N  — точка касания). Искомым 
расстоянием от точки А  до плоскости М В С  будет дли­
на перпендикуляра О К. Расстояние О К  найдем мето­
дом сравнения площадей прямоугольного A M O N
(М О  1 O N), где ON  = Уз /2. Длину М О  найдем из 

ААОМ : АО  = А В  = 1 ,А М  = 2 , тогда М О  = У4-1 =Уз.

Из A M O N  M N  = \1мОг + O N 2,

M N  = У З + 3/4 = У15/4=У15/2.

З даголг = ^ M O - O D =  откуда

( Ж  = M O  ON  У з-У з / 2  _  з зУГб УГ5

Ответ:

M N

У15

У15/2 УГб 15
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§ 6. Расстояние между двумя прямыми

258. Проведем диагональ B D X куба и диагонали АС  
основания и В ХС — боковой грани.

Заметим, что B D X _L плоскости А В ХС, О — точка их 
пересечения.

Так как  АА В ХС — правильный (АС  = А В Х = В ХС), 
то О Е  — радиус вписанной окружности.

Поскольку АС  = 72, то по формуле а3 = 2гТз, 

где а3 = АС, г = О Е, имеем О Е  =

О т в е т :  -4=.
Те

262. Поскольку B D  | B XD X,A B X jj DCl и A D X j| B C X, то 
плоскость A B 1D l jj плоскости B D C V Значит, расстоя­
ние между данными скрещ иваю щ имися прямыми 
равно расстоянию M N  между этими плоскостями, где 
М  и N  — точки пересечения диагонали А ХС соответ­
ственно с плоскостью A B XD X и плоскостью B D C l . Итак, 
длина M N  есть расстояние между данными прямыми 
А В 1 и В С г. В  ААМ С  A M  || ON. Так как О — середина АС

7 2  _ 1 

2Тз ”  ч/б '

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач •»» 133

Я,

и ON  || A M ,  то по теореме Фалеса N  — середина М С, 
значит, O N  — средняя линия АА М С . Аналогично, 
М О х — средняя линия AAXN C X, т. е. А ХМ  = M N .

Следовательно, M N  = ~А ,С .

Так как АС  = 72, А А Х — 1, то из АА ХАС

А ХС = Т Г +2  =73, тогда M N  = 7з/3 .

О т в е т :  7 з /3.

267. Достроим призму А В С А ХВ ХСХ до правильной 
четырехугольной A BCD A 1B xClD x. Пусть О — точка пе­
ресечения диагоналей А ХСХ и B XD X.

Продолжим прямые АО  и ССХ до пересечения в точ­
ке М .

Заметим, что ССХ = СХМ  = 1. Тогда искомое расстоя­
ние между прямыми А В Х и В С Х будет равно расстоя­
нию от прямой В С Х до плоскости A B XD X, т. е. длина 
перпендикуляра CXN.

Так как призма А ВС А ХВ ХСХ — правильная, все реб­
ра которой равны 1 (по условию задачи), то 

1 . ^ 1
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М

>1 n L , С!

\
А \ /  

\ /  
/ \

/  \ О
с \

/ А  / z '

Из прямоугольного АОСхМ

ом = Joe'?+С.М2 =,!-+1 = .|5=— .
^ 1 1 V 4 V 4 2

5 Д0С,М = ~  О С 1 ■ С 1М  = \  о м  • С Д о  откуда

1
1 О М  2 V5 л/5

О т в е т :  - i .
V 5

271. Поскольку прямая А :В  пересекается с прямой 
А 4 Х и леж ит в плоскости А В В , ,  параллельной ССХ, 
то искомое расстояние между прямыми ССХ и А ХВ  
равно расстоянию от прямой ССХ до плоскости А В В Г 
В  основании призмы проведем высоту CD. Заметим, 
что CD  J_ B B V так как В В ,  1 плоскости ABC . Значит, 
CD  — искомое расстояние.

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач •»» 1 35

В  равностороннем ЛАВС АС = 1, AD  = А В  = i ,
L* Ck

тогда из AACD CD = л/1 — | —
\2 &

О т в е т :

282. Искомым расстоянием между прямыми А ХВ  и 
D XE  будет расстояние между параллельными плоско­
стями А В В 1 и D E E X, т. е. А Е  (или BD ).

С,



1 36 « •  Математика. Залачи типа 14 (С2)

В  AAFE А Е  = Е Е  = 1, Z A F E  = 120°, тогда Z E F K  = 60°.

Из A F E K  E K  = F E  sin 60 °  = 1 -—  = —  .
2 2

Значит, А Е  = 2 • Е К  = 7з.
О т в е т :  %/з.

284. Проведем диагонали оснований призмы. 
Пусть О и О, — точки их пересечения. Далее соеди­
ним точку О с вершиной D x, а точку Ох с вершиной F. 
F N  — высота равнобедренного A F E xOx, D XM  — высо­
та равнобедренного AD xEO . Заметим, что плоскость 
F E xO x || плоскости D xEO , а плоскость F D D X 1 плоско­
сти F E xO x и плоскость F D D t 1 плоскости F E xOx.

Е х Dx

А В
Тогда N K  — искомое расстояние между прямыми 

F E X и E D X.
В  параллелограмме F N D XM  высота N M  = F F X = 1,

F XN = F M  =  — . Из AFFXN FN -  ^FFX2 -  FxN 2 =  — .
2 2

Следовательно, S FNDM = F M  ■ N M  -  FAT ■ или

^  7з 7Л 1 = N K , откуда 4VF = ~y=r =---- .
2 2 77 7

Ответ: 7 Л

Разлел IV. Решения наиболее трулных залай •»» 137

286. Так как ВС  jj AD, то ВС  jj плоскости A M D . Зна­
чит, расстояние между скрещивающимися прямыми 
A M  и ВС  равно расстоянию от прямой ВС  до плоскости 
A M D .

М

Соединим точки Е  и F  соответственно середины ре­
бер AD  и ВС. Тогда высота F K  AM E F  будет искомым 
расстоянием. В  A M E F  E F  = А В  = 1; M E  найдем из

АА М Е , где А Е  = A M  = 1, M E  =
2 v 4 2

Высоту М О  пирамиды найдем из А М О Е :

М О =  , где О Е  = — £0.
V4 4 2 2

Из сравнения площадей А М Е Р  имеем

-  • М О  • ОК" = -  ■ EF-  М О , откуда 
2 2

_  E F  M O _ 1-72/2 |2 _ Т б
М £  "  Т з/2  V3 "  3 ‘

ТбО т в е т :  — .
3

291. Проведем высоту М О  пирамиды и диагональ 
АО основания. Пусть К  — точка пересечения прямой 
СО и АО. Тогда расстоянием между скрещивающими-
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М

ся прямыми М А  и С Е  будет длина перпендикуляра, 
опущенного из точки К  на боковое ребро A M .

Так как А В  = OD = 1 и К  — середина OD, то

О А  = —, А К  — АО + О К  = 1 + -  = - .
2 2 2

Из д а о м  м о  = J a m 2- А О 2 = V m a  = л/з;

из м о к м к =  Jm o 2+o k 2 = J з + - = — .
V 4 2

Пусть М Р  = х, А В  = г/, тогда х -Ь у = 2. Из АМ Р К  и 
А А РА  имеем: Р А 2 = М А 2 - х2 и Р А 2 = А А 2 - у2. 

Сравнивая правые части, получим
13 , 9 , л 9 X = —  у , И Л И  X2 -  у2 = 1.
4 4

„ [х 2- у 2=1,
Р е ш а я  систем у уравнении  < находим

I х + у = 2,

х= —, тогда искомое расстояние 
4

От вет :
Зл/З

Разлел IV. Решения наиболее грулных залач •» 1 ЗУ

§ 7. Площади сечений многогранников

305. Сечение представляет собой шестиугольник 
E M P F N K ,  стороны которого соответственно парал­
лельны (построение и доказательство выполнить само­
стоятельно).

4По условию ребро куба равно 1 и A M  = 0,8 = —, тогда
5

M B  = —. Пусть В  — площадь сечения. Соединим точки 
5

Е  и F . Так как Е  я  F  соответственно середины AAj и 
С С „ то В Р  ||А С и В Р  = АС.

Из ААБС АС = \/2, значит, E F  = J 2.

Так как А гА  = A M  = - ,  т о А В 1= В 1А =  - .
5 о

А В  = А В  = Е М  = P F ,  т. е. трапеция E K N F  — равно­
бедренная, тогда
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K N  + E FS  = 2 • S EKNF = 2 •   — -  • K L  = (K N  + E F )  • K L ,
2

где K L  — высота трапеции.

Из А К А гЕ  К Е  — J ( - )  + f4  ̂ ^
[,2 j 1,5; 10

Из AK E L  K L  = 4 К Е 2~ Е Ь 2.

Но E L  = — (E F  - K N ) = тогда
2 о

K L  = ^
'100 25 10

Значит, S' ^  + л/2] ^  6л/2-л/57 зТ Ш
V 5 у 10 5 10 25

Зл/Й4
О т в е т : ------ .

25
307. Сечение представляет собой шестиугольник 

E M N F P K E ,  противоположные стороны которого соот­
ветственно параллельны (построение и доказательство 
выполнить самостоятельно).
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По условию задачи ребро куба равно 1 и

CN = 0,25 = - ,  тогда B N  = ~ .
4 4

Соединим точки Е  и F , которые являются середина­
ми соответственно ребер A A t и СС,.

Тогда E F  || К Р  || M N  || А,С, || АС.
Из AA BC , где Z A B C  = 90°, А В  = В С  = 1, имеем

АС = 42.

Значит, АС = E F  = 72. Из AKD .P, где K D l = D ,P  =

= B N  ~  —, находим К Р  = ( - 1  + Г - 1  =-72.
4 ] j { 4 j  U ;  4

Так как противоположные стороны сечения парал­
лельны и равны, то трапеция E K P F  — равнобедрен-

„а я  и - 2 ■ • К Т  -  <КР + Е Р , ■ К Т ,

где К Р  и E F  — основания, К Т  — высота трапеции.

Из АЕ А .К ,  гдеА.Я = — А .А  = — , А .К  = NC  = - , 
1 1  2 2 4

Ь у  г 1Y  Vsнаходим K E  = ̂ - J  4 ~ j

Высоту К Т  трапеции найдем из А К ЕТ , где

тогдаЕ Т =  ~ ( E F - K P ) =  - \ 4 2 - - 4 2 )  = —  . 
2 2 { 4 J  8

к т  = 4 е к 2- е т 2 =
\

( 4 Е Т _ ( 4 Г ]  Д е з 42
7 4 j у 8 j у 64 8 '
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Следовательно,

В™. =
Зл/2

■л/2
Зл/2 7л/2 Зл/2 21  

~ 8 ~ ~  4  8  _  16

О т в е т : 21

16

311. Так как АА, 2_ (A BC D ), то AAj _L А В , значит, че­
тырехугольник A A jB jB  — прямоугольник, rAeAAj = 1.

P i Ci

Длину А В  найдем из прямоугольного ААВВ, где А В  = 2,

В В  = - В С  = - ,  тогдаА В=  л/A B 2 + В В 2, или 
2 2

А В  = J4  + 1 л/17
4 2

Значит, S  £ , = А А Х-АЕ =
л/Г?

О т в е т : л/17
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316. Сечение, проходящее через данные точки А 1; В , 
и D, представляет собой равнобедренную трапецию (до­

казать самостоятельно), где A tB j = 1, D E  = — (средняя
2

линия AABC).

В

Боковую  сторону A jB  найдем из прямоугольного

AAjAD, где А А г = 1, AD  = —, тогда
2

A XD - I = л + 1  -
4 V4 2

Из вершины D  опустим на основание А ХВ Х высоту 
трапеции D D X, тогда

A XD X ^  - ( А 1В . - В В ) =  — f 1 -  —1 -  —.
1 1 2 V 1 1 2 (  2 j  4

Из AA XD XD DD. = J a .D 2- A .D 2 = 1--— = ^ - .
v  1 1 1 V 4  16  4

Следовательно, S ce4 = — (D £  + или
2
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с 1 f 1 А  л/19 3 л/19 Зл/19
2 ( 2  ) ' ~ Г  " ----------- " --------4 4 16

О т в е т : Зл/19
16

323. Сечение, проходящее через точки В, С и В ,,  
представляет собой равнобедренную трапецию (дока­
зать самостоятельно).

Зсеч. = \  (FC  4- £ ,£ ,) ■ £ ,М , где ВС = 2АВ = 2; £ ,£ , = 1. 
&

Высоту трапеции £ ,М  найдем из A E }F M ;

F M  = i  ( В С -£,£>.) = I .
2 1 2

Из A B£ £ j, где F E  = 1, £ £ , = 1, B E , = V li M T = V2, 

тогда £ ,М  = J E }F 2- M F 2 = ̂ 2 ^  ^ , следовательно, 
2

_  l . (2 + l , . A I  _  3.V7 = 3V7 
ceI- 2 2 2 2 4

Ответ: Ёз/L.
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327. Так как  по условию тетраэдр единичный, 
а точки В  и £  соответственно середины ребер А В  и ВС , 
то сечение M D E  — равнобедренный треугольник, то­

гда S ce,( = -  В £  • М К ,  где В £  = АС = -  — средняя 
2 2 2

линия AABC, М К  — высота сечения.

М

Из A M D K  М К  = J М I)  ' 1 )К\

D K  = i  В £  = —, М В =  л/АМ2- А В 2 
2 4

4 2 14 16 4

т  ч 1 1 л/и V nТогда S ce4

О т в е т :
16

4 2 2 4 16

VTT
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331. По условию все ребра правильной пирамиды 
равны 1. Так как Е ,  F  и Р  — середины соответственно

ребер AD , В С  и М С , то E F  = А В  = 1, К Р  = —DC  = -  —
2 2

ср ед н яя  л и н и я  AM D C ,  аналогично  К Е  = P F  =
= —М А  =

2 2

М

Следовательно, сечение, проходящее через данные 
точки, — равнобедренная трапеция. Проведем высоту

трапеции P L ,  тогда L F  = ~ К Р )  = ^  ̂  ~ ̂  j  = ̂ ;

P L - 4 p f ‘ - L F ‘

Значит, S „ . -  i  (EF + K P )  ■ P L  -  i f  1 ■ 4 1 4  ■■

Omeem:

2 2 ( 2 J  4 16

зУз
16

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач •»» 1 47

340. Сечение многогранника, проходящее че ­
рез точки  А , В  и Т)3, представляет многоугольник 
AA2D3C3B 2M B .

Соединив точки А г и В 2, В 2 и К ”, получим три рав­
ных прямоугольника (доказать самостоятельно).

Тогда S  = 3 = З А К-  АА2, где А К  = -  А В  = 2.
2

Из AAAjA2, где ZAA yA 2 = 90°, AAj = 2, A XA 2 = =

= — BjCj =—B C  = 2, находим AAg = 2\/2.
2 2

Следовательно, S  = 3 • 2 • 2^2 = 12\/2.

О т в е т :  12л/2.
342. Сечение многогранника, проходящее че ­

рез точки  А , В  и D 3, представляет многоугольник 
AEj-EgDgCg-FgFjB. Соединив точки £ 2 и .F2, £ 2 и М , F 2 и 
ЛГ, видим, что многоугольник состоит из четырех рав­
ных прямоугольников.

Значит, S — 4-Sae ê m, —A M  • А Е 1,

где A M  = ^ А В  = -  -6 = 2.
3 3



148 «•  Математика. Залачи типа 14 (С2)

Из АА А 1Е 1, где А А 1 1 А 1Е 1, А А Г = 2, А 1Е 1 = -A .D , =
2

= 3, найдем А Е г = ^4 + 9 = V l3 ,

значит, = 2лДз, В  = 4-2Vl3 = 8Vl3.

О т в е т :  8>/l3.

Разлел IV. Решения наиболее трулных залай •»» 1 49

§ 8. Плошали поверхностей вращения 
плоских фигур

346. Рассмотрим осевое сечение тела вращения. 
Так как квадрат единичный, то a — Я  = 1, тогда 
S  = 2kR(R  + Я )  = 2ti • 2 • (2 + 1) = 12л.

Ж и
О т в е т :  12л.
348. При вращении прямоугольника A BCD  вокруг 

прямой, проходящей через середины А В  и CD, образу­
ется цилиндр, у которого R  = 1 и высота Я  — 1, тогда 
S nMH. = 2яЯ(Я  + Я )  = 2л • 1 ■ (1 + 1) = 4л.

Шщ
О т в е т :  4л.
354. Рассмотрим осевое сечение тела вращения, 

полученного вращением прямоугольного ААВС  вокруг 
прямой, содержащей гипотенузу А В . При вращении 
образуются два конуса с общим основанием.

Тогда S  = лВ/j + kR12 = -г 12), где 1Х = 2, 12 — 1.
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С 1

Из AA BC  А В  = 7'if +122 = л/5.

1 А В  • ОС = — Zj • 12, откуда ОС = й  =_  / Л
АВ

D  2 1  2  С  2  , 0  ■ 1 4 671или R  — ~у=- - —г=, тогда S  = л • -=  • (2 -г 1) = —т=
V5 л/5 V5 л/5

О т в е т : 6л
V s '

362. При вращении равностороннего треугольни­
ка вокруг прямой А В  образуются два равных конуса 
СВС, и CACy с  общим основанием.

Тогда S  = 2SC11C = 2 ■ лй/, где I = 1, ВО  = —,

4 2

Значит, S  = 2 • тс ■   • 1 = л/Зл.
2
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О т в е т :  л/Зл.
365. При вращении ромба A B C D  со сторонами, 

равными 1, образуются два равных конуса с общим 
основанием.

Тогда S  = 2S BAD = 2kRI, где 1= А В  -  1, й  -  ВО  g

(AABD  — равносторонний, так как ПА = 60° и Z A BD  = 
=ZADC = 60°).
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Значит, S  = 2л • — • 1 = тт.
2

О т в е т :  к.

369. При вращении четверти круга радиуса 1 во­
круг прямой О В  образуется полушар. Площадь по­

верхности полушара будет равна S  = — • 4tlR2 + к К 2 =
2

= ЗтxR2. Так как R  = 1, то S  = Зтт.

О т в е т :  Зтт.
370 (см. рис. к №  404).
При вращ ении правильного ш естиугольника со 

стороной, равной 1, вокруг оси, проходящей через его 
вершину С перпендикулярно радиусу, проведенному в 
эту вершину, получим два равных усеченных конуса с 
общим основанием и два «пустых» конуса.

Следовательно, S  = 2{rd(R 4- г) - nr^l) =
= 2nl(R -г г - г,), где / = E F  = 1; R  = Е С  = 2;

3 1г = Е М  = —; г, = D M  = —, тогда 
2 2
(  3 1

S =  2тг • 1 ■ [ 2 +------ = 2тт • 3 = 6л.
I  2 2 )

Ответ: 6л.

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач •»> 1 53

§ 9. Объемы тел вращения 
плоских фигур

372. Заметим, что ADOC = АСМ В  и AAOD = A A BN . 
Равные треугольники имеют равные площади, следо­
вательно, квадрат ABCD  можно заменить прямоуголь­

ником A C M N . Тогда при вращении прямоугольника 
A C M N  получим цилиндр с осевым сечением A CCXA V

1 2
Значит, Пт в = nR2H , где R  = ОВ = —щ , Н  = 2R -  —j=.

V.Т.к.
V

( 1 f  2 1 2
т'в- ; 72 ) 42 11 2 л/2 -J2 '

О т в е т :  —А .
V2

377. При вращении прямоугольника A BCD  вокруг 
прямой, перпендикулярной диагонали BD , проведен­
ной через точку В , получим два усеченных конуса с 
общим основанием и два «пустых» конуса с основа­
ниями СС, и AAj. Введем обозначения, показанные на 
рисунке.
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Высоту Н  найдем из соотношения: — CD ■ СВ =
2

= 77 Й В  • Н , или 1 • 2 = R  ■ Н .

Но R  = xjCD2 + В С 2 = -JE, тогда Н  = T L ;
Тб

Г=л/22- Я 2 = ri= V T T ^ =_ L .

Следовательно, искомый объем будет равен:

V T.B. = V CDB ~  V CBCl + V AD B ~  V ABAt =  ( ^  +  ^  +
О

1  -  1  . .  * Н ( 2 Й ,  +3- rtr2H + — ( R *  +  r ?  +  ЙГ,) -  — яг2Н  з

г2 + г/ + й  ■ г + й  • Tj - г2 - г2) = • (2Й + г + г,).

Подставляя числовые значения, находим

з S  

■— ■ Z S  = 2 % S .3
От вет : 2лл/б.

>/5 ^
2я •(2^5+75)

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач •»» 1 55

382. При вращении прямоугольного AA BC  вокруг 
прямой А В  получим два конуса АССХ и ВС С Х с общим 
основанием ССХ.

Тогда F  в - VACCi -г VBCCi.

Пусть hx и h2 — высоты конусов, СО = г — радиус 
основания.

По условию задачи АС = 2, ВС  = 1, тогда А В  = л/5.

Следовательно, Ит в = —7ir2/ij -ь — яг21г2 = — nr2(h1 +h2) = 
3 3 3

= — nr2 А В  = ̂ - n r2.
3 3
Радиус г основания конусов найдем методом срав­

нения площади AABC.

Имеем S iSABC = - А В  СО = - А С  • ВС, или 
2 2

г- 2л/5 ■ г = 2 ■ 1, откуда г - -т=, тогда
Уб

ы V5 Г 2 VV =---71- —7= =----п.
т'в' 3 I J S J  15

4V5О т в е т :   я.
15
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383. При вращении прямоугольного AA BC  вокруг 
внешней оси, параллельной большему катету и от­
стоящему от него на 3, получим усеченный конус и 
«пустой» цилиндр.

В  Г  1 я ,

j

Я =  1 2

к

k f i l l 3
f j l k

R

п
с ,

Тогда Пт в = Уус к - Р цил , или

F T в = —  (Я 2 + г2 + R r) - кг^Н 
3

л Н (Я 2 - 2Г2 + Rr), где Я  = 12, R  = 5 + 3 == 8, г = 3.

Следовательно, VT в = 4л ■ (64 - 18 + 24) = 280л. 
О т в е т :  280л.
391. Рассмотрим осевое сечение тела вращения. 

Оно состоит из усеченного конуса А В В 1А 1 и конуса 
С В В Х.

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач •»> 1 57

Пусть В М  = г, АС  = R, М С  = Я ,  тогда Рт в = Рус к - V,. =

—  (Я2 + г2 + Яг) - -  л/ЯТ = — (Я 2 + г2 + Яг - г2) = 
3 3 3

л Я Я л-л/з /2-1 Г  Л
*  (й+г)-шшк» - — г — [u i J

хТз 3 лл/з
2-3 2 

О т в е т :

4

л \ /з

398. DC = R  = 1, AD  = Я  = 2, /i = 1, Я  и Я  соответ­
ственно радиус и высота цилиндра, /i — высота конуса.

Я

D  Л С  D

/ / / / / у / / / у У у у У / у

/ У У У У / / /
У /У /У /У /

ш Ш

.в  у / / / / /

' / / у ^  h

А А

Следовательно, Р т в = Р цил - F K0H = лЯ2Н  - -  лЯ2Л :

1 1 071
-  лЯ2(З Я  - /I), или FTB = - л  • 1 • о = у .

О т в е т : 5л
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402. При вращении ромба со сторонами, равны­
ми 1, и острым углом 60° вокруг оси, проведенному 
через вершину С, перпендикулярно стороне DC, об­
разую тся  усеченный конус A D D XA X и конус В С В Х.

Пусть в усеченном конусе R  = АО  = 1 + rx, г = DC  = 1, 
СО = D E  = Я ,  а в конусе В С В Х ВО  = гх, тогда объем 
тела вращения будет равен:

П. = V,ус.к. V. —  (R 2 + Г2 + R r) - -  nr2H  = 
3 3

71# ((1 + Т̂ )2 + 1 + (1 + rx) ■ 1 - г,2) = 7I#(1 + Г]).

Заметим, что в AADE Z A D E  = 30°, тогда А £  = ВО  

= - , # £  = СО = Я  = xlAD2- A E 2 = £ 3  = — .

Значит, F tb = тс-
2

1+Г
2/

Зл/Зтг

О т в е т : зТЗл

404. Рассмотрим осевое сечение тела вращения. 
Проведем прямую  F F х. При вращении правильного 
ш естиугольника со стороной, равной 1, вокруг оси, 
проходящей через его вершину С перпендикулярно 
радиусу, проведенному в эту вершину, получим два

Раздел /V. Решения наиболее трулных залач •»» 159

равных усеченных конуса с общим основанием и два 
«пустых» конуса. Следовательно, объем тела враще­
ния будет равен: VT B = 2(Vyc K - VK) .

Пусть FC  = R, E M  = r, D M  = rx, M N  = H ,

M C  = — Я ,  тогда 
2

V  = 2|Г— (й 2 + Дг + г2)--71т/ ~ h )  =
 ̂ 3 з 1 2 J

27t# , _  , , 1 2ч= - ^ - (R Z  + R r + r 2- - r , ) .

Ho R  = FC  = 2, r = 1 + ̂  = | ,  rx = I ,  H  = M N  = B D  =
2 2 2

/ -  T. 2 7 3 л Я  _ 9 1) _
= V3, значит, Птв = ~ у _ ^4 + 3+4 ~ 8 ; ~

2л/3л 73 73л/3л

О т в е т

3 8 12

73л/3тг
12

406. При вращении многоугольника A B C D EF , сос­
тавленного из трех единичных квадратов, образуются 
два цилиндра с радиусами оснований соответственно 2
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D С D,

1 1

У / У / у

i S lв А,
Пусть А В  = R  ~ 2; DC = г = 1, Н  = 1, тогда

F T .B . = -  F 2 = пКгН  -  хг*Н = 7zH(R2 + г2),
= тс • 1 • (22 -  I2) = 5л.

или

О т в е т :  5л.

408. При вращении полукруга радиуса 1 вокруг
прямой О A  i - M N  образуется подушар, ограниченный 
снизу кругом.

Тогда V  = - - - я  R 3 + kR2 = -  л R 3 -  лД2 = 2 3 3
-  2 бл:
— —- л + л = — . 

3 3

О т в е т :
3

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач •»» 161

§ 10. Объемы тел вращения 
многогранников

411. Повернем куб так, как показано на рисунке. 
При вращении единичного куба вокруг прямой, про- 
ходящей через центры граней A D D lA i и ВСС^В,, полу­

чим цилиндр радиуса R  = 

тогда V = V.TTi, = лД2Н

1 ВС 1
л/2

и высотой Н  = 1,

О т в е т :
2

413. При вращении правильной призмы, все ребра 
которой равны 1, вокруг прямой, проходящей через 
центры оснований, получим цилиндр, у которого вы-

а 1сота Н  = 1, радиус основания Д = л/з 'Тз ’
тогда

F  = Vт.в. цил.
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О т в е т :  —.
3

415. При вращении правильной четырехугольной 
пирамиды M A BC D , все ребра которой равны 1, вокруг 
прямой АС, образуются два равных конуса радиуса 
ОС = R  и высоты М О  = Н .

М

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач #м 163

i i J P H -  j i t / M ,

„■н - ± а с - ± 4 2 = Л .
2 2 2

Высоту Н  найдем из прямоугольного АА О М , где
l f l  1 72

Следовательно, V, 

72лО т в е т :  ----.

2 1 72 72 л
— л • 

тв' 3 2 2

416. При вращении правильного шестиугольника 
M A B C D E F  вокруг прямой, содержащей высоту М О, 
получим конус, у которого радиус основания АО = R,

а высота М О  — Н . Тогда F T в = ^кон. = — лД2П .
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По условию А В  = 1 — сторона основания, A M  = 2 — 
длина бокового ребра. Известно, что в правильном 
шестиугольнике А В  = a = R  = АО  = 1; из АА О М  найдем
М О  = Н  = 4A M 2 - А О 2, или Н  = л/22 - I2 = л/з, тогда

К,

О т в е т : \/з л

418. Тело,полученное вращением многогранника 
вокруг прямой А4.2, состоит из двух цилиндров, у ко­
торых радиусы оснований равны R 1 и R 2, а высоты 
равны А 1В 2 = CCj = Н  = 2.

С:

Тогда Ит в = Vj + F 2 = uR^H + nR2H  = kH ( I% + R 22). 

Из АА 2В 2Сг, где A 2B 2 = 2, B 2C2 = BC  = 4, имеем 
R, = V22 + 42 = л/20 = 2V5.

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач •» 1 65

Аналогично из AA BC  R 2 = \/42 +42 = 4л/2.

Значит, Итв = л ■ 2 • (20 + 32) = 104л.

О т в е т :  104л.

§ 11. Многогранники

428. По условию задачи ребро куба А...С1 равно 
7 ife.

Искомое сечение, проведенное под углом 30° к пло­
скости основания, представляет прямоугольник A B F E ,
где A B  = 7ifs. Сторону B F  найдем из прямоугольного 
треугольника BCF.

ВС  2-7^3 1 4 #B F  =------ =------=--7=- .
cos 30° V3 V3

Следовательно,

S ce4. = А В  • B F  = 7л/з • ̂  = 98.

О т в е т :  98.
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431. П усть a — ребро куба, b — сторона ш ести­

угольника, тогда b =
V 2 '

По условию площадь шестиугольника равна S  = 1.
^ „ 0 3 ^  2 Зл/З , 2 ,С другой стороны, S  =  Ь , зн а чи т , b =1, или

зУз 
2 ’ 2

= 1, Зл/За2 = 4, а 2 =
з Т з '

Следовательно, *Sn = 6а2 8 _ 8л/3 
7 з ~  3

О твет.: 8л/3

443. Z D yE D  — искомый угол между плоскостями 
Л В С  и П,АС.

Di г.

А
'  4

/  ! 1 

/  ! «

>  \ ''

/  ;  I

/  n L '

ч

\

ч

ч

ч

'

Е С  -  -  "  £

В

Высоту D E  AADC  найдем методом сравнения пло­
щадей.

Saadc = ̂  АС ■ D E  = i  A D  ■ DC, 

где AC  = у1аВ2+ ВС2 = 10, А П  = 8, ПС = 6,

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач •» 167

тогда D E  -
A D D C  8-6 24

АС  10 ~ 5 '

Из прямоугольного ADDXE  имеем tg A D E D l =
D E

или tg Z D E D 1 =

откуда Z D E D x — arctg-

18-5 3-5 15
24

15

О т в е т :  arctg 15

446. Из точки А  опустим перпендикуляр A E  на про­
должение CjHj и соединим точки Е  и В , где E F  || D XD  и 
£ Е  = П 1П==А1А  = 8.

£ Dj

Поскольку D XD  1 (АПС), то Е Е  1 (АСП), значит, 
А Е  — проекция А Е  на плоскость основания.

Так как  D 1C l || DC, то А Е  1 CD, следовательно, 
A F  1 CD (согласно теореме о трех перпендикулярах).
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Из AA D F, где Z A D F  = Z B A D  = 60°, 
A F  = 4л/з sin 60° = 4%/3-л/з /2 =6;

из A A E F A E  =  -Ja F 2 + F E 2, и л и  А Е  =  ч/б2 + 8 2 =  10. 

О т в е т :  10.
452. П усть A D B  — секущ ая плоскость; проведем 

С Е  L A B ,  тогда D E  L A B ,  Z D EC  = 30°. Пусть А В  — а 
сторона основания.

1 -ч/з 
В  А С Е В  B E  = — а, ВС  = а, тогда С Е  =

2 ^

J3  7з 1 а
С В =  —  a tg  30 °=  —— а-—7= = — .

2 2 ч/з 2
По условию объем пирамиды D ABC  равен 1, или 

или а'! = 8ч/з, а = ° з/

Но S„
cos а

a2V3 ч/з а2 
4 ' 2 2

Так как а = 2 ч / ч / з , то а2 = 4 ^ ,  тогда В сеч — 2 ч /3 .  

О т в е т :  2 ч / з .

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач • »  1 69

459. Расстоянием от точки А  до прямой В С  есть 
длина перпендикуляра AD, опущенного из точки А  на 
продолжение прямой ВС, тогда AD j — расстояние от 
точки А  до прямой В 1С1.

Так как  Z A C B  = 120°, то ZA C D  = 60°, тогда из
/з

AADC AD  = AC  sin 60°=  8ч/3— = 12.
2

Искомое расстояние A D X найдем из прямоугольного 
AADDj, где D D X = ССХ = АА, = 5, тогда

A D  = yjAD2 + D D 2 = ч/144 + 25=ч/169=13.

О т в е т :  13.

467. Проведем диагонали АС  и B D  основания. 
П усть О — точка пересечения. Заметим, что АО  — 
перпендикуляр, опущенный из точки А  на плоскость 
B D D X. Тогда Z A B xO есть угол между прямой А В Х и 
плоскостью B D D X.

a 2В  прямоугольном LA B ,О АО = = -=  = ч/2,
ч/2 ч/2

A B j = yjА В 2 4- ВВ,2, или А В ] = ч/22 = 42 = 2ч/б, тогда
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. АО  л/2 л/10sin Z A B .O  = ---- = — j= =---- , откуда
АВ, 2 S  Ю

. л/10Z A B ,0  = arcsin-
10

О т в е т : л/lQ
10

468. Пусть А В  = х, A D 1 = CDl = у.
По условию задачи объем V  = 1, или S OCH ■ Н  = 1, где

«сон =АВ> = х*.
Из Л А В В , имеем у2 = х2 т  Я 2, (1)

где Н  = В В , ,  тогда х2Н  =1. (2)
Из AA D C A C 2 = 2х2.
Наконец, из ААВ,С  по теореме косинусов получим

А С 2 = АВ,2 + С В 2 - 2АВ, • С В , ■ cos а, где cos а = (по
О

условию задачи).

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач •>» 1 71

С,

„2 _ 4 2

2 2 9 2 3  ох = - у  , откуда г/ = -х'С

3
Учитывая (1), имеем —х2 =х2 + Н 2, или

— х2= Н 2. 
2 (3)

Из соотношения (2) находим Н  = —  , тогда (3) при­

мет вид — х2 = I | , или х6 = 2, откуда х = ̂ 2.
2 Vx

Итак, сторона основания призмы АВ-л/2.

О т в е т :  л/2.
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475. В бок. - Р - Н ,  где Р  — периметр основания, 
Н  — высота призмы П П , = Н  = 13.

Поскольку AD  — большая диагональ основания, то 
А П , — большая диагональ призмы.

По условию D D X = 5, А П , = 13.
Так как призма правильная, то в основании — пра­

вильный шестиугольник, где ВС  = а6 = R , тогда A D  =
= 2R — 2ае. Из ДАШ ), находим A D  = V l3 2 -52 =12, тог­

да ВС  = 6, Р  = 6 • 6 = 36.
Значит, S 6oK = 36 • 5 = 180.
О т в е т :  180.
476. Пусть А В  = АА, = а, тогда А П  = 2а, так как в 

правильном шестиугольнике а = R  — АО, AD  = 2R = 2а.
Е , D,

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач •»» 1 73

Из ААП,П, где АП, = 1, имеем

А П 2 + П ,П 2 = 1, или 4а2 А а2 = 1, а = -^=.
V5

‘-’осн. 6 • В̂ АОВ 6
а2л/3 Зл/За2

Следовательно, объем И = В осн ■ Я ,  или
Зл/З 1 Зл/З Зл/15тг Зл/За2 Зл/ЗF  =  а =---

2 2

Зл/15

а3 =
2 (л/б)3 2-бл/б 50

О т в е т :
50

488. Из точки С проведем перпендикуляр CN  к П£. 
Из точки N  опустим перпендикуляр N F  на плоскость 
основания. С К  — медиана, биссектриса и высота 
ДАВС. N F  A D E  и CN A D E ,  значит, Z N C F  — линей­
ный угол между плоскостями C D E  и ABC.

М

С

В  ДАВС В С - О С  - S ,  ОС = ~  = aS .
л/3
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Из АМОС М О  = л/182-(4л/3)2 = л/324-48 = 

л/276 =2л/б9.

А/Е = — М О  = л/б9 — средняя линия А КО М . 
2

Из А С КВ , где ВС  = 12, В К  = 6, К С  = V144-36 = 

= V l08 = 6л/з. Так как СО = 2 • OFT и O F = F K ,  то

FC  = —К С  = 5л/з.
6

Следовательно, tg Z N C F  : А/В л/69 = V23 
FC  ~ 5л/з 5 ’

откуда Z N C F  = arctg л/23

О т в е т :  arctg л/23

498. Согласно условию М О  = 1, Z M E O  = 60° — 
угол между боковой гранью А М В  и плоскостью осно­
вания A BC .

М

м Е

Разлел IV. Решения наиболее трулных залай •»» 1 7э

Из А М О Е О Е  = М О  • ctg 60° = Но О Е  = /—  ра-
л/3

диус окружности, вписанной в правильный AABC, 
М О  1 2M B

sin 60° л/з/2 л/3
По условию задачи В  — середина М С, тогда M B  =

= В С = -М С .  
2

Из Д М Е В  M B  = л / м Ё Ч В В 2 = 

Значит, M B  = М С

л/21
3

№  
з

Достроим АМ ВС  до параллелограмма В М Е С .  Пусть 
В В  = D E  = х, тогда по свойству параллелограмма име­
ем В В 2 + М С 2 = 2 • (ВС 2 + В М 2), или

, 2 21 0 (  . 21Д , 2 93 2 934х + —  = 2 • | 4 + —  ', или 4х = — , откуда х = — .
9 ^ 9 /  9 У 36

Так как  пирамида правильная и точка В  — сере­
дина М С , то В В  = А В , т. е. сечение А В В  — равнобед­
ренный треугольник, тогда В В  — высота и медиана 
ААВВ.

Из A B ED  В В  = ^ В В 2- В В 2 = J— - 1= — .
V36 6

Следовательно, В  = — А В  • В В  = —-2

О т в е т :

2 2 6 6 

л/57
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501. Пусть А В  = a — ребро правильного тетраэдра,

тогда из ДC D B, где В С  = a, B D  = —, CD  =
2 2

М

Проведем высоту М О  тетраэдра.

Проведем E F  J L  пл. ABC , В С  =  ОС л / з ,  откуда 

О С -  4 , .

Из АМ О С  М О =  4 М С 2 -ОС2 = = ^ 5 .
V 3 3

2Согласно условию задачи И£ЛВС = — ИЛЫ£С, тогда
5

5 5 3 15

Так как AEFC  ~ АМОС  (как прямоугольные, имею-
™  E F  FC  FC  2щпе общии острый угол С), то --- =----, и л и --- = —,

М О  ОС ОС 5

2 2 а 2 а• >ткуда гС = — ОС

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач •»» 177

D F  = DC - FC

о 5 /̂з 5л/з ’

a 'J3 2а 11а
Зу'з 1(К/з '

И ском ы й  угол между плоскостям и  найдем из
in r F  + EF . 2aV6 11a\DEF: tg a = , где a = ZEDF; t g a  =-.  г д е  w. w. — . ,—

D F  15 i o S

2ал/б10УЗ 4л/2 
1511a 11

4л/2О т в е т :
11

509. Так как AABC  — прямоугольный, то точка 
О — середина гипотенузы А В .

М
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J zПо условию Z C A B  — 30°, А В  = 1, тогда АС  = — .
2

Упир. = ^  S OCH ■ М О , где М О  — высота пирамиды.
О

S och = - А С  • А В  ■ sin 30° = 1 . ^ . 1 -  = —  . 
с н '  2 2 2 2 8

Так как ZM A O  = 45°, то АО  = М О  = — А В -  — .
2 2

1 л/3 1 л/3Следовательно, V  = ------- =--- .п„р. з 8 2 48

О т в е т : л/З 
48 '

510. Согласно условию задачи AABC — равнобед­
ренный (АС = ВС ), Z A C B  = 30°.

М

В

Пусть ZM A O  = Z M B O  = ZM CO  = а — угол между 
боковым ребром и плоскостью основания.

Обозначим АС = В С  = х.
Так как = 3, то получим

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач • »  179

.S ,пг = - А С  ■ ВС  • sin 30°, или - х 2 ^  = 3, откуда 
\лвс 2 2 2

2 л / 3 .

А ВПо теореме синусов ------ = 2В, где В  = АО = ОВ,
sin 3 0 °

огда А В  = В , т. е. ААОВ  — правильный.
Сторону А В  найдем из AABC по теореме косинусов: 
А В 2 = АС2 -г ВС 2 - 2 - АС  • ВС  • cos 3 0 ° ,  или

А В 2 =2x2-V 3x2 = х 2(2 - л/з ).

Так как х = 2л/з, то А В  = 2^3(2-л/3).

\ ( Л - 2 Щ А
1 1 2

Но 2->/3=-(4-2л/з) = -(л/3-1) , значит,

А В  = 2^3 — | л/з - = (73-1)л/б.

Итак, А В  = АО = (V3 - 1) >/б.

По условию задачи объем пирамиды И = 1, или 

— S„„„ • М О  = 1, где S ocH = 3, тогда М О  = 1.

М О
Из ААМО  tg а АО (>/3-1W6 

6̂ (л/з - l )  Тб
_ ______________________________  _  ( V M .

( л / з - l )  ( л / з  +  l ) - > / 6  1 2

О т вет : -^ -r('/3  + l ) .
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513. Так как пирамида А ВС А 1В 1С1 — правильная,
А В  2 1то АО  = -~ j = -  =  --j = ;  AjOj • И 3 вершины А, опустим

перпендикуляр A XD  на основание ABC.

С,

Тогда AD  = АО - OD  = АО  - А хОх
7з л/з 7 з '

Из A A BA j A.Z) = A D  ■ tg 60° = —)= л/з = 1, тогда
V3

—  -2г+—  Г + 
4 4

Тл/З 
2 j  12 '

7л/зО т в е т :
12

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач •» 1 81

529. Z D E B  = 120° — двугранный угол при боковом 
ребре М С, где D E  _L М С  и B E  ± МС.

М

Так как пирамида M A BC D  — правильная, то D E  = 
= Е В ,  т. е. AD E B  — равнобедренный, тогда ЕО  — ме­
диана, биссектриса и высота.

Так как  Z D E B  = 120°, то Z E B D  = 30°, значит,

в А В О Е  О Е = — B E , В Е  = 2 • ОЕ.
2

По условию задачи S 6oK = 4, или SMIC = 2S AM0C =

= 2 ■ - М С - О Е  = М С - О Е ,  тогда S 6oK = 4Вдмсв =
2

= 4 • - М С  ■ B E  = 2 М С  - B E  = 4.
2

Так как B E  = 2 • ОЕ, то S 6oK = 2МС ■ 2 ■ О Е =
= 4 • (М С  • О В) = 4, откуда М С  ■ О Е = 1.

Значит, S ce4 = = 1.
О т в е т :  1.
530. Пусть в правильной пирамиде M A BC D  О Е = 

-■= \/3, О К  = л/2, где О Е — расстояние от центра осно­
вания до бокового ребра A M  и О К  — расстояние от точ­
ки О до боковой грани М ВС . ZM FO  = a — двугранный
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М

угол при основании пирамиды. Заметим, что Z M FO  
= Z M O K  = a, ZM A O  = Z M O E  = р.

Из АМ К О  и AO K F  соответственно имеем:

М О = - ^ - :  О К = ^ ~ .
cos а sin а

Из АМ Е О  и ААОЕ соответственно находим:

М О  = АО= ^
COS Р sin р

„  л/2 73 л/2 л/3Значит, ---- =----  и  = -=-----.
cos a cosp sin а v2sinp

„  V2cos3Следовательно, co sa ^  ——г.
л/3

л/2-У2 siii р _ 2sinp
л/з ~ л/з

Но sin2 a -f cos2 a = 1, тогда 
(V2)2 cos2 p + 2 (V 2 )2 sin2 p 

(V3)2 (л/З)2

sm a =

1, или

2cos2p 4 sin2 p
= 1,

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач •» 1 83

2 cos2p + 4(1 - cos2P) = 3, 2 cos2p = 1, cosp = -j=.

S  n i  iТогда cos a = —;=cos P = = , откуда a = arccos—
S  V3 V3

О т в е т :  arccos
>/з’

532. Пусть боковые грани M D C  и A D M  перпенди­
кулярны плоскости ABCD . В  этом случае M D  — вы ­
сота пирамиды. По условию задачи A BCD  — прямо­
угольник, тогда М С  _L СВ и М А  1 А В , ZM C D  = 30°, 
Z M A D  = 60°.

М

Пусть AD = х, DC = у, тогда из AA D M  M D  = х tg 60° = 
= л/З х, а из A M D C M D  = у tg 30° = y/xl3.

Сравнивая правые части полученных равенств, по­
лучим >/Зх = у / л/3, откуда у = Зх.

Так как объем пирамиды V  = 9, то V  = — S 0CH • Н ,
3

где = AD  ■ DC = х у ,Н  = M D, или — ху-Н = 9 ,х у Н  =
3

:27, у = Зх, Н  = л/з х, тогда х • Зх • л/3х = 27, или
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х3 = = ЗТЗ = (%/з )3, откуда х = %/з, у = 3 л/з.
V3

Значит, S OCH = ху = л/з- Зл/З = 9.
О твет.: 9.

541. В  правильной усеченной четырехугольной пи­

рамиде А В  = 2, А ,В , = 1, S 6oK = ^ S n0jlH.

Н °  5полн = S 5ok + S H + S B’ гДе — площадь нижнего 
основания, S B — верхнего. S H = А В 2 = 4, S B = А ,В \ = 1.

Значит, Вбок = |  (S 6oK + 5), или 2Вбок = В бок + 5,

откуда В бок = 5.

Но В бок = |  (Р н -г P J  ■ /г, где Р н = 4АВ = 8;

Р в = 4AjB = 4, h — М Е Х — апофема (высота боковой
1 5 грани). Получим  — (8 + 4) • h = о, 6/г = 5, h= — .
2 6

Проведем Е ХЕ  Jl ОМ.

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач •»» 1 85

Из А Е ХЕ М , где Е М  = О М  - ЕО  = О М  - ОхЕ х =

= — (АВ - A jB t) = —, найдем Е Е Х = y]ExM 2 - Е М 2 =
2 2

b y _ m 2 = f i6 _ 2
V l6 j  L 2 j  'V 36~3 '

Следовательно, F yc пир = у  (S „ r S . i  y]Ss-Sa) =

= -  - (4  + 1 -f- V F l )  = — .
3 3 9

Omeem: — .
9

547. Пусть А В  = x — сторона основания. Так как 
в основании пирамиды правильный шестиугольник, 
то х = R  = ОС, где В  — радиус описанной окружности.

М

1 /Т F T  7зВ  АОКС К С  = - х , тогда O K  = х - —х = —-*■
2 V 4 2

По условию Вбок = 10 • В осн.
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Но S 6oK = —P - h ,  где Р  = 6АВ = 6х, h = М К  — апо- 
2

фема боковой грани.
О R ^ Зл/З 2
О =  О • ----------= ---------X  ,

4 2

1 Зл/зтогда — • 6х • h = 10 ■ --- х2, х > 0, 3h = 15л/3х,
2 2

откуда h = М К  = 5 л/Зх.

Из А М О К  М О  = Н  = x lM K 2 - О К г = ^75х2- | х 2 =

л/297 ЗТЗЗ=  х = х.
2 2

По условию задачи объем V  = ̂ 1 1  или — S  • Н  =
4 3 осн

9VlT 1 зТз 2 Зл/зз 9л/п , ,—  , и л и ------- х ------х =----- , или х = 1,
4 3 2 2 4

откуда х = 1.
О т в е т :  1.

555. По свойству диагонали прямоугольного па­
раллелепипеда имеем: d2 = а2 -г Ь2 4- с2, где с? = B XD 2, 
a = В ХС Х = А 2П 2 = 1, b = А В  = 6, с = C2Z)2 = 2, тогда 
d2 = I 2 + 62 + 22 = 41.

О т в е т :  41.
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§ 12. Фигуры вращения
568. Так как цилиндр и конус имеют общее основа­

ние и высоту, то Икон = —xR2H . По условию задачи
3

Ищ,„ = 150, или kR 2H  = 150, тогда Икок = — • 150 = 50.
3

О т в е т :  50.
575. Пусть R  — радиус основания конуса, Н  — вы ­

сота. По условию , образующ ая / = 4^/9/тс, Икон. =

= i  kR 2H . Зная угол между образующей конуса и пло- 
3

скостью основания, имеем:

Н  = I • sin 30° = 4^97л-- = 22/97л;
2
/о

R  = I • cos 30° = 4^/9/А • —— = 2л/з ■ ̂ /э/л •
2

Значит, F KOH = - к  ■ (2л/3)2- ( ^ ^ ) 2'2# 7 ^  =
3

1 9
= — л-12-2-— = 72.

3 л
О т в е т :  72.

3
585. Как  видно из рисунка, V  = — F.OH , где Н  = 18,

4

R  = 7.

Так к а к  V  . = — xR2H ,  то F  = — •— л В 217 = — tiR 2H,к°ь. з 4 з 4

тогда — = - В 2Я = - - 7 2-18 = --49 = 220,5. 
л 4 4 2



1 88 «•  Математика. Залачи типа 14 (С2)

О т в е т :  220,5.

591. Рассмотрим осевое сечение усеченного кону­
са — равнобедренную трапецию A B C D , где АО = R, 
D O l = г, ОО, = D E  = Н ,  соответственно радиусы верх­
него и нижнего оснований и высота. По условию зада- 
чи г : R  : I = 1 : 4 : 5, где I — образующая усеченного 
конуса.

D  О, С,

Пусть г = х, тогда R  = 4х, I = 5х. Так как D E  = 8, 
то из AA D E  (ох)2 - (4х - х)2 = 82, или 16х2 = 64; х = 2. 

Значит, г = 2, В  = 8, / =10, следовательно,
S6oK. = л/(В + г) = я • 10 • (8 + 2) = 100л.
О т в е т :  100л.
596. Рассмотрим осевое сечение шара и вписанного 

в него конуса. Пусть R  = 5 — радиус шара, г = 4 — ра­
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С

диус основания конуса. Пусть CD = Н  — высота кону­
са. Заметим, что АО = СО = 5 — как радиусы шара. Из
AAOD OD = V52 -42 = 3.

Значит, CD = СО -г OD = 8.
О т в е т :  8.
601. Рассмотрим осевое сечение тела вращения.

1 л/3Из AABC  ВС  = А В  ■ cos 60° = —; АС = А В  ■ sin 60° = — .
2 2

1
В  D ______ в ,

/бо\

/  V
1 /  /

Е

По условию I — биссектриса прямого угла В С В 1(
_  _  ВС  A B co s6 0 ° 11/2  1 .значит, B D  = DC = х = =----- т=---- = — т=— = — j=;

v 2 v 2 V2 2 \! 2



1 90 «•  Математика. Залачи типа 14 (С2)

А Е  = С Е  = у АС  A B s i^ 6° C
72 72

=  !- У з / 2 _ 7з 
72 ~2Т2 '

Следовательно,

F T .B . = F y c .K .  - Vncik - V ACA, =^ Я(Х  ̂УКХ'г + ХУ ~ У2) "

тг 2тг
~ g (х + 7К*2 - ХУ у 2) =  ~ ХУ(Х + У) =

т-13=   sin 120° • sin 105°.
6

/зНо sin 120° = sin (90° -г 30°) = cos 30° = — ;
2

sin 105° = sin (60° + 45°) = sin 60° ■ cos 45° -

+ cos 60° ■ sin 45° = 2 ^ .7 ^  + 1 . ^  = 7 И (7 з _ 1).
2 2 2 2 4

Значит, 7  = + 1) = ^ - ( Т З  + I).
6 2 4 48

О т в е т :  K-̂ ( 7 з + 1).
48

607. Пусть M N  — ось вращения. Рассмотрим осе­
вое сечение тела вращения.

К ак  видно из рисунка, объем тела вращения равен 
объему усеченного конуса с образующей А В  без объе­
мов двух конусов с образующими ВС  и АС.

Обозначим В М  = г, A D  = R, М С  = h1, CD  = h2.
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По условию задачи А В  = ВС  — АС  = 1, Z B C M  = 45°,
72

тогда Z M B C  = 45°, т. е. hx = г = — - (из А В М С ).

Следовательно, VT в = Иус к - (Увся ~ VACA ) =

+ h2)(R2 + I-2 + Rr) - 4-|лВ2Л2 l ^ - ih . R 2

-r/ij г2 + hxR r  + h2R 2 + h21л -  h2R r  - r2hl - R 2h2) =

= —(hxR (R  + r) + h2r(R  -r r)) = — (jR -f r)(/ijB + h2r).
3 3

Из AACD  ZACD  = 180° - (60 ° + 45°) = 75°, тогда
7з—lCD = AC  ■ cos 75° = cos 75°. Ho cos 75° =---f=- (дока-
272

зать самостоятельно).

Аналогично AD  = R  = AC  sin 75° = sin 75°

значит,

73^1 
272 ’

V =Т.В.
7 з^ 1 , И  ( 1 7 з+1 , 7 з - 1  1 
272  ̂72 I v 72 272 1 272 72

л 7з+3 1 27з  
3 272 72 272
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12V2 4 л/2 8 ' '■

О т в е т :  ^ ~ - |V 3 + lj.

609. Пусть a = 2 ^7/ 71 и ft = 2 t/1/7x соответственно

длина и ширина прямоугольника. При вращении его 
вокруг прямой, проходящей через середины больших 
сторон, получим цилиндрическую поверхность.

Тогда 5полн = 2nR(R  - Я ) ,  где R  = = л/т/тг,

Я  = Ь = 2 ^jl/Тк, значит,

5„олн = 2к ' j7 / K ( j7 / n ^ 2 j l/ 7 u )  = 2л--т4л-- =
л к

= 14 4- 4 = 18.
О т в е т :  18.

616. Согласно условию задачи в трапеции A B C D  
А В  и CD  — основания, CD  = 1, AD  = ВС, ABCD  = 75°, 
Z C SO  = 90°.
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При вращении равнобедренной трапеции вокруг ее 
большего основания CD получим цилиндр и два рав­
ных конуса.

Пусть Н  = 00 , — высота цилиндра, R  = В О } — ра­
диус цилиндра (и конуса), h = СО{ — высота конуса, 
тогда

П.В. = ц̂ил. + 2Пкон. = л Я Я  + 2 • |  М  =

= | я 2(З Я  + 2/z). (1)

Так как Н  + 2h = CD = 1, то (1) примет вид

Пт в = - Д 2( Я  4- 2h + 2Я )  = —R 2(CD + 2Я )  =
3 3

= - R \  1 -л 2Я ).
3

Итак, Ит в = ^ R \  1 + 2Я ). (2)
о

Из ABCD ВС  = СО ■ cos 75° = 1 • cos 75° = cos 75°; 
из АSO ,C  R  = SO ] = ВС  ■ sin 75° = cos 75° ■ sin 75° =

= - (2  cos 75° ■ sin 75°) = -  sin 150° =
2 2

= -  sin (180° - 30°) = -  sin 30° = - .
2 2 4

Наконец, h = CO, = BC  • cos 75° = cos 75° • cos 75° =

= cos2 75° = -  (1 + cos 150°) = -  (1 4- cos (180° - 30°)) = 
2 2

= - ( 1 -cos 30°) = ^  
2 2

1- —  = —(2-л/з). 
2 ) 4  ̂ >

Тогда Я  = OO, = CO - 2/i = 1 - —(2-л/з) =л/3
2
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Следовательно, 7 „
т'ь' 3 (у 4

3 16 ' ' 4 8 v !

1 + 2-

48

О т в е т :  —  ( Т з + l). ля \ >48
617. Рассмотрим осевое сечение тела вращения, 

полученного вращением равнобедренной трапеции 
A B C D  с острым углом 45° вокруг боковой стороны 
ВС , длина которой равна DC. Так как  Z A  = 45°, то 
Z C D E  = 45°, тогда D E  — С Е  = г.

. А ,

По условию A D  = DC = С В  = 6.

Тогда Vtb = 7 1/М] - VDCI)i; в AD EC  D E  = C E = ~  = Зл/2.

^  = \ < AD  + D E )2 ■ B E

= — л(6 + зТ2)2 (б + Зл/2) = -  л-9(2 + Т2)2-3(2 + 72) = 
3 3

= 9л(2 + Т2)3 = 9л (8+ 1272+ 12+ 272) =
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= 9л(20 + 14Т2) = 18л(10 + 7Т2);

7ВСВ = -  лг2/* = -  л ■ D £ 2 • СЕ  = -  л (П £)3 =DCD, g  3 3

= — л(зТ2)3 = ̂ л  • 27 • 272= 1872л.
3 3

Значит, F T B = 18л (10+ 772)-1872л =

= 18л (10+ 772-72) =18л-(10 + 672) =36л(5 + зТ2).

О т в е т :  36л(5 + зТ2).
670. Заметим, что диагональ АС ± плоскости D B B X, 

где О — проекция точки А  на эту плоскость.

С,

Пусть a — ребро куба.
АОИз AAOD, s ina  =---- , где a  = Z A D f i  — искомый
AJDX

угол, АО  = R  = 7==- — радиус окружности, описанной

около квадрата ABCD.
Из AAD.D,, где AD  = DD, = а, имеем AD, = a72.
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Следовательно, sin а = :  ал/2 = —, т. е. а  = 30°.
V 2 2

О т в е т :  30°.
671. Поскольку A BC D  — квадрат, то В С Х = ОС, — 

как наклонные, имеющие равные проекции соответ­
ственно ВС  и DC.

Тогда высота D E  AБО СЛ и будет искомым расстоя­
нием от точки D  до прямой С,Б.

Из прямоугольного АВСС], где ВС — 5, СС, = АА, = 12,
имеем БС, = -\/52 +12* =13.

Значит, БС ] = ОС, = 13.
Из A BC D  B D  = л/52 +52 = 5л/2.
Проведем высоту С ,0  в АС,БО, тогда

С другой стороны, Бдс м  = — БС, - ОБ.
2

Следовательно, Б О  • С ,0 = В С Х • D E . (1)
Длину С ,0  найдем из АС,ОС, где ССХ = 12,
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ОС= 1 а С  = --572= — , тогда

O C ]= V b c2+CC]2= 1 ^ 1 + 122 = J — = л/155.

Учитывая соотношение (1), находим 
S O • С,0 5л/2 ■ л/155 5л/310О Б :

О т в е т :

БС,

57310
13

13 13

672. Плоскость, проходящая через диагональ АС 
основания и середину ребра С ,0 ,, представляет собой 
равнобедренную трапецию A EFC .

С,

Так как  Б  — середина С ]0 ], то Е  — середина Б Б ,

тогда Б Б  = — А.С, = —АС.
2 1 1 2

Тогда A N  О М  — угол между плоскостью А Б Б С  и 
плоскостью основания АБСО.
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Середина N  отрезка E F  проектируется в середину 
М  отрезка OD, тогда ON  J_ АС  (по теореме о трех пер­
пендикулярах) .

Так как А В  = 3, то OD = R  = -==, О М  = —OD  =
>/2 ’ 2 2>/2 ’ 

тогда из AN O M

tg Z M O N  = ^  = ̂  = Зл^ г  = 72-272=4.
О М  О М  3/272

О т в е т :  4.
673. Поскольку B F  — медиана боковой грани М ВС , 

то M F  = FC . Плоскость A B F  пересечет грань M D C  по 
отрезку F B  |[ А В ,  где E F  — средняя линия AM D C . 
Z N P T  — искомый угол, лежащий в плоскости М Р Т .

М

Так как  М Р  = М Т ,  то А М Р Т  — равнобедренный, 
тогда К  — точка пересечения медиан М О  и P N .  По 
свойству медиан треугольника, имеем

<Ж = - М О  = — 12 = 4, О Р = - В Г  = -^ВС = 3.
3 3 2 2
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Из А РО К  tg а =--- = —, откуда
О Р  3

4а = Z N P T  — arctg—.
3

4
О т в е т :  arctg — .

3
674. Заметим, что расстояние между скрещиваю­

щимися прямыми B E  и A M  равно расстоянию между 
прямой A M  и плоскостью, проходящей через B E  jj A M , 
т. e. плоскостью B D E ,  где О Е  — средняя линия ААМС  
(О — середина АС, Е  — середина М С).

М

Так как B D  1 АС и B D  1 М О, то B D  1 (АМ С), т. е. 
OF  — перпендикуляр к плоскости B D E ,  следователь­
но, длина O F  является искомым расстоянием между 
медианой B E  и ребром A M .

AO = ̂ =- = -^L, М О  = 8 (по условию ), тогда из

ААО М  A M  = xlАО2 + М О 2 = 78 + 64=772=672.
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Длину O F  найдем, сравнивая площади ААОМ .

S viou = - АО ■ О М  = —A M  ■ OF, откуда 
2 2

—  8
о г  А О О М  72 = 4-8 8

A M  672 672-72 3 '

8О т в е т :  —.
3
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§ 13. Применение метода координат

13.1. Угод между двумя прямыми
Углом между скрещивающимися прямыми назы­

вается угол между пересекающимися параллельными 
им прямыми.

Применяя векторно-координатный способ, надо 
иметь в виду, что если о — угол между скрещивающи­
мися прямыми, то coso = jcos(a, "5)j, где а и Ь — век­

торы, коллинеарные заданным скрещ иваю щ имся 
прямым.

При решении задач указанным методом будем при­
держиваться следующего алгоритма:

1. Вводим прямоугольную систему координат.
2. Находим координаты направляющих векторов 

данных прямых.
3. Находим косинус угла между направляющимися 

векторами по формуле
ХхХг-туху.г-2х2гcos a =

+ У* +Z2

где a(xp yp, z,), b(xp, y2; z2).

Замечание. За угол между прямыми принимают 
меньший из двух углов, образованный этими прямы­
ми, значит, косинус угла между прямыми должен 
быть больше нуля, и он равен модулю косинуса угла 
между направляющими векторами.

Рассмотрим несколько задач на нахождение угла 
между прямыми методом координат.
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1. В  единичном кубе A ...D X найдите угол между 
прямыми D F  и А Е ,  где точки F  и Е  — середины ребер 
соответственно A XD X и А ,В ,.

Введем прямоугольную систему координат, приняв 
точку D  за начало. Тогда имеем

D  (0; 0; 0 ),А (1 ; 0; 0), е (  1; | ;  1J , 0; l j .

Теперь запишем координаты векторов А Е  и D F  : 

А е ( о; l l ,  D F \ ^ ;  0; 1 . Пусть угол между векто­

рами А Е  и D F  равен а, тогда 

A E D Fcos a -
\АЕ • \DF\

Но А Е  • D F  = 0 — + — 0 + 11 = 1; 
2 2

|AE| = J 0 2+ |- T + 1 2 = J |  = ̂ :
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D F  =,
\2

+ 0+ 1 75 
2 '

Следовательно, cosa =
75 75 5 ’

откуда a = arccos —.
5

О т в е т :  arccos-

2. В  прямоугольном параллелепипеде A...D, А В  = 2, 
AD  = 4, АА, = 3, точка К  — середина ребра А В . Найди­
те угол между прямыми AjC, и В ХК .

Введем пространственную  систему координат, 
тогда А, (4; 2; 3), С, (0; 0; 3).

Следовательно, А,С, {-4; -2; 0}.

Так как по условию задачи К  — середина А В , то 
А ХК  = К В  = 1.

Значит, К  (4; 1; 0), В  (4; 0; 3).
Значит, В ХК  (0; 1; -3}.

П усть искомый угол между прямыми А ,С , и В ХК  
равен а. Учитывая, что cos а > 0, получим
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cos а =
АС,-в,к

|a ci|-в,к\

+о

л/М)2--(-2 )2 -г О2

Значит, cos а :

откуда а  = arccos

О т в е т :  arccos

2 = 1 1 >/2 
2л/5л/10 л/5 -10 _ 5л/2 ~~ Ю  ’

л/2 
10 ’

л/2 
10 '

л/2Замечание. Можно показать, что если cos ос =---,
10

то tg а = 7 (доказать самостоятельно).

3. В  правильной треугольной призме A B C A ^ jC ,,  
все ребра которой равны 1, найдите угол между пря­
мыми A D  и ВС ,, где D  — середина ребра А ,В ,.

X
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Точку А  поместим в начало прямоугольной системы 
координат так, чтобы ось X  была параллельна стороне 
ВС, а ось Y  — перпендикулярна ей.

А Е  — высота и медиана ЛАВС, тогда С Е  — B E  =

Я  >
Значит, А  (0; 0; 0), А ,(0 ; 0; 1), В\ ; 0 |,

/2 2 2

1 л/з 1 л/з 5

2 ' 2 ’ C l[ " 2 ; 1 1’

где А Е  =, 1 1 Г _ 7 3
2 j 2 '

Поскольку по условию задачи D  — середина А ,В ,,
1 л/3

Хл1 ~ хв.  ̂ 2 1 Ул, ^Ущ 2 ^то хп =— !----- =--- — = —;--уп =— =-- — =--- —  =--- ;
2 2 4 2 2 4

г. +z„ 1 + 1
 -̂ =--- = 1. Тогда D

Теперь находим координаты векторов A D  и ВС, :

AD Г 1 л/3 4
4 4 ; 1

V
, ВС, (-1; 0; 1).

П усть а — искомый угол между прямыми A D  и
on AD  ВС,ВС ,, тогда cos а :

jADj-jBC,!’

где AD  BC, =--(-1)^—  0-гЫ  = ---^1=-: 
1 4  4  4  4
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A D  = (1 2 ( S ' , _ /б _7б
16 + 16 ^ V4 “  2

Следовательно, cos а =

3
4

Тб ^  2Т1о’

откуда а = arccos

О т в е т :  arccos

2л/10 '

3
2^10 '

4. В  правильной шестиугольной призме A ...Fx, все 
ребра которой равны 1, найдите угол между прямыми 
В А Х и D B X.
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Введем систему координат.
Длину отрезка А Е  найдем из ААОЕ по теореме ко­

синусов, где ZA O E  — 120°, АО = О Е  = А В  = 1, тогда 
А Е 2 = О А 1 F  О Е2 - 2 • О А  ■ О Е  ■ cos 120°, или 

А Е 2 = 2(1 - cos 120°) = 4 sin2 60°, откуда
А Е  = 2 sin 60° = л/3.
Теперь найдем координаты точек А, и В .
Д ( 0; л/3; 1), В(1; 73; 0).

Следовательно, В А Х (—1; 0; 1).

Аналогично находим координаты вектора D BX, где

Б  (1; 0; 0), В,(1; 73; 1), тогда Щ { 0; 73; 1).

Пусть а — искомый угол между прямыми В А Х и
по  Щ - ЩD B ,, тогда cos а -

БД, - Б Д

Но RA. DB, =-1-0 + 0-л/з+1-1 = 1;

| = >/(-1)2 + О2 + l a = 72; |б д | = 7 °2 + ( ^ ) 2+12 =2-

Следовательно, cosa = -^r  = — , откуда
272 4

72a = arccos — .
4

О т в е т :  arccos^-.
4

5. В  правильной  четы рех угольной  пирамиде 
M A B C D , все ребра которой равны 1, найдите угол 
между прямыми А Е  и B F ,  где точки Е  и F  — середины 
ребер В М  и С М  соответственно.
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>■ У

Поместим начало координат в точке О — центре ос­
нования пирамиды, а оси X  и Y  проведем параллельно 
сторонам основания. Найдем координаты точек А, В  
и С.

1А
V 2

0 |, в[~;  01, с ( о].2 ; 12 2 J V 2 2 J
Для нахождения координат вершины М  пирамиды 

найдем О М  из прямоугольного АА О М , где АО = R  =
А В \=, тогда М О  = -\/ A M 2 - А О 2 - J l -
л/2 у/2

( 1 >
Значит, М\ 0; 0; -у=

V V2

1 __1_ 
2 ~ у/2 '

Поскольку точки Е  и F  — середины соответственно 
отрезков M B  и М С , то по формулам для нахождения

J l  1 >/2)координат середины отрезка имеем Ь
4 ’ 4 ’ 4 У

1 .1 .  А
4 ’ 4 ’ 4
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Теперь найдем координаты векторов А Е  и B F :

a s f - i.2 .^ 1 ,  o f! s 1 Г г ]4 4 V 4 4

Пусть а — угол между векторами А Е  и ББ , тогда 

A E - B Fcos а :
\a e \-\b f \

Но А Е  ■ B F  : A f_A V  A А_АА A l
4 ( 4 / 4 4  4 4

16 16 16 “ 2 '

А Е f lY* 23 A f VA
V 4 24j U

1 9 2 _ 2л/3 _ Уз
16T16T16 4 ~ 2

Б Б f A 2
1 4 J +U J  V  j 2 '

Следовательно, cosa =

1
2

V3 л/3 2 3 3
2 ' 2

1 4  2— = —, откуда

a = arccos —.3

Omeem: arccos-
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13.2. Угол между прямой и плоскостью
Е с л и  прямая а пересекает плоскость а  и не перпен­

дикулярна а, то углом между прямой а и плоскостью 
а  называется угол между прямой а и ее проекцией на 
плоскость а .

Если а '' а , то угол равен 0°, если a _l а , то угол равен 
90°.

При решении задач с помощью метода координат 
нам будут необходимы следующие теоретические све­
дения:

1. Уравнение плоскости ax + by ~ cz ~т d = 0, где а, 
Ь, с — координаты вектора нормали к плоскости, т. е. 
вектора, перпендикулярного плоскости.

2. Косинус угла между векторами а ( х х\ у х; zx) и 

b (х2; у2; гг) определяется по формуле

а-Ъ - -
cosф = ргг-рт» где а-о = хххг + у ху2 + zxz2— скаляр-

М г

ное произведение векторов, а = yjxf + у\ + zf,

Ь-^]х1 + угг +2̂  — длины (модули) векторов а и Ь.

3. Ненулевой вектор М  (ах\ Ьх, сг), лежащий на не­
которой прямой р, или параллельный ей, называется 
направляющим вектором прямой.

4. Синус угла (3 между прямой, направляющий век­
тор которой имеет координаты М  (ах; Ьх; сх), и плоскос­
тью, которая задается уравнением ах + by + cz + d — 0, 
определяется по формуле

аа, + ЪЬХ + ссх
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6. В  кубе A...DX найдите угол между прямой А Е  и 
плоскостью B D D X, где Е  — середина ребра А ХВ Х.

Точку D  примем за начало прямоугольной системы 
координат, а оси X , Y  и Z  направим по ребрам DA, DC 
и D D X.

Пусть а — искомый угол между прямой А Е  и пло­
скостью B D D  j.

Известно, что s ina  =
п а

п • а
г, где а — вектор, лежа­

щий на прямой m (или параллельный ей), п — нор­
маль к плоскости.

Выпиш ем координаты необходимых вершин куба: 
А  (1; 0; О), В  (1; 1; 0), С (0; 1; 0), D  (0; 0; 0), В х (1; 1; 1),

1: 2 ’ 1J"

 ■( 1 ЛНайдем координаты вектора А Е  10; —; 1

Заметим, что плоскость B D D X является диагональ­
ным сечением куба, значит, любой вектор, перпенди­
кулярны й  ей, например АС, является нормалью к
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плоскости B D B r, т. е. АС ( 1; —1; 0). Следовательно, 
искомый угол между прямой А Е  и плоскостью B D D l

\а с -а ё \
будет равен sin а = ,

\ACl\AE\

где \АС-АЕ\

|Ac| = -y/l2+ (-!)*+ О2 =V2; \а е \ = , (1
K2J

Л  =

Значит, sin а :
V2- V5 л/10

, откуда а = arcsin
л/10 '

О т в е т :  arcsin
ТГо ’

7. (см. №  690) В  основании прямого параллелепи­
педа A...В х лежит параллелограмм с острым углом 60°. 
Известно, что А В  : AD  : А А Х = 1 : 2 : 3 .  Найдите угол 
между прямой B XD  и плоскостью грани A A XB XD.

Введем в пространстве прямоугольную систему ко­
ординат, приняв за начало точку В  (0; 0; 0).

Т ак  к а к  А . . .В Х — прям ой  параллелепипед, то 
В В ,  1 ВА , В В ,  _i_ В В .  Прямые В А  и В В , примем соот­
ветственно за оси В х и В ,.

Пусть А В  = а, тогда А В  = 2а. Из ЛA B D  по теореме 
косинусов имеем В В '2 = А В 2 + А В 2 - 2 ■ А В  ■ А В  ■ cos 60°,
или В В 2 = За2, B D  = a j 3.

Выходит, что А В 2 = А В 2 -f В В 2, т. е. / А В В  = 90°. 
Следовательно, прямую B D  можно принять за ось

B y  Так как B B  = a J 3 и А В  : АА, = 1 : 3, то получим:
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Tt-Q)

У

А  (1; 0; 0), В ,  (0 ; 0; 3 ), £>(0; 73; 0), Д (0 ; 73; с 

Щ ) (0 ;  л/3; -3 ). Пусть п {п х\ я2; п3) — нормаль к  пл<

кости А А ХВ . Найдем координаты вектора я.

Так как я ± (AAXD X), то п 1 В В Х и п L  А В . 

Поскольку В Д  (0; 0; 3), AD(-1; л/3; 0), то получ:

= 0, полагая п2 - V3, имеем п, = £
3 я3 = 0,

я, + л/3я2 — 0:
качестве нормального вектТаким  образом, в ------

плоскости А А ХВ  можно взять вектор я(3; ч/З; 0).

Пусть ф — искомый угол, тогда
|3|

sin ф =
—  --------   о

cos (я, В, В )  =—7 = — т= =  
& + 9 - J3  + 9
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3 3 1 1
 г==— т=  = —  = —, откуда ф = arcsin —.

V l2 V l2  12 4 * v  4

О т в е т :  arcsin — .
4

Замечание. Реш ая задачу обычным классическим

методом, получим, что о = arctg —-L=-. М ожно пока-
V l5

• 1 * 1зать, что arcsin — = arctg - 7= .
4 V l5

8. (см. №  106) В  правильной четырехугольной пи­
рамиде M A BC D , все ребра которой равны 1, найдите 
угол между прямой B D  и плоскостью М В С .

Введем прямоугольную  систему координат так, 
чтобы точка В  являлась ее началом, тогда В  (0; 0; 0).

И звестно , что  уравнение плоскости  имеет вид 
ах + by + cz + d = 0, где а, Ь, с — координаты вектора 
нормали к плоскости (т. е. вектора, перпендикулярно­
го плоскости).
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Запишем теперь уравнение плоскости М В С ,  для 
чего найдем координаты точек М  и С, а затем подста­
вим в уравнение плоскости.

По условию задачи все ребра равны 1, тогда С (0; 1; 0). 
Остается найти координаты точки М .  Для этого снача­
ла находим координаты ее проекции на плоскость ос­
нования A B C D ,  а затем ее координаты по оси 0Z:

jVfi ; -^-1. Поскольку плоскость М В С  проходит 
[ 2 2 2 )

через точку В  (начало координат), то d = 0. Имеем сис­
тему уравнений

Ь = 0, j b  = 0, [6 = 0,
— a+—b + ^ - c  = 0; \a + S c - 0 ;  \a = ~Sc.

[2 2 2
Следовательно, уравнение плоскости имеет вид 
- S сх + 0 • у + cz = 0, или - S x  + z = 0.
Итак, вектор нормали к плоскости М В С  имеет ко­

ординаты: n(—J 2; О; 1). Так как В  (0; 0; 0), D  (1; 1; 0),

то BD  (1; 1; 0).
Пусть а — искомый угол между прямой B D  и плос­

костью М В С , тогда

sm а = - S i - S - i

V (- V 2 )4 l- л/1-1 S - S
1

S ’

а = arcsm
S '

О т в е т :  а = arcsin
S '
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13.3. Угол между лвумя плоскостями
1. Угол между плоскостями равен углу между пря­

мыми, содержащими нормали к этим плоскостям.
2. В  уравнении плоскости ax + by F  cz + d = 0 ко­

эффициенты (а; Ь; с) являются координатами вектора 
нормали к плоскости.

3. Угол между плоскостями определяется по фор-

\П\ ' П2\ муле cos а = .
j/ij I - |п21

4. Поскольку при пересечении двух плоскостей об­
разуется 4 угла, то необходимо взять меньший из них. 
В  этом случае cos о > 0.

9. В  кубе A...D х найдите угол между плоскостями 
D E F  иАСС ,, где Е  и F  — середины ребер соответствен­
но А ,Л , и D XC X.

Очевидно, что плоскости A E F  и А С С Х пересека­
ются вне куба. При обычном способе решения нам 
пришлось бы строить их линию пересечения. Однако 
векторно-координатный метод значительно упрощает 
решение.

Для этого точку D  примем за начало координат, а 
ребра куба DA, DC  и D D X примем соответственно за оси 
X ,  Y, Z.
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Известно, что угол а между плоскостями равен 
углу  между нормалями к этим плоскостям , т. е.

cos а = ■

Поскольку при пересечении двух плоскостей обра­
зуется 4 угла, то берем меньший из них. В  этом случае 
косинус угла будет неотрицателен.

Отметим координаты нужных нам точек D (0; 0; 0),

5 (1 ; 1; 0), Е 'Л ;  0; l ) ,  f { 0; i ;  l \  тогда
V 2 j  \ 2 )

щ = Ш (  1; 1; 0 ).

Составим уравнение плоскости D EF :
Ах  + By  - Cz -f D = 0. Подставим вместо х, у, z соответ­
ствующие координаты точек D, Е  и F.

(
0 А  + 0 В т 0 С  + О = 0, |П  = 0,

< — А г0 - Б - 1 - С - й  = 0, 1 - А т С  = 0,

0-Ан —-В-ь1С = Л  = 0; 
2

- В - С  = 0. 
2

Удобно взять С = -1, тогда А  = В  = 2 и уравнение 
плоскости D E F  примет вид 2х + 2у - z = 0, тогда нор­
маль к плоскости D E F  будет п2 (2; 2; -1).

jl-2 —1-2 — 0 ( —1)|
Следовательно, coscx = -

VI • 1: -0 N 2 - 2 ( 1)'

2л/2 2л/2 , тогда а  = arccos .
V2-3 с

272О т в е т :  arccos---
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10. Основанием прямой четырехугольной призмы 
A B C D A XB XC XD X является прямоугольник A BC D , в ко­
тором А В  = 8, ВС  = V U .

Найдите угол между плоскостью основания призмы 
и плоскостью, проходящей через середину ребра А В  
перпендикулярно прямой B D X, если расстояние между 
прямыми А ХСХ и B D  равно 5.

2

Заметим, что прямые А ХСХ и B D  лежат в параллель­
ных плоскостях A BC D  и A XB XCXD X, значит, расстояние 
между ними равно расстоянию между плоскостями, 
т. е. высоте призмы. Значит, А А Х = 5.

Введем прямоугольную систему координат, приняв 
точку D  за начало координат. Искомый угол между 
плоскостями равен углу между прямыми, содержащи­
ми нормали к этим плоскостям. Следовательно, нам
надо найти угол между вектором B D X и вектором DDX

(это вектор нормали к плоскости основания).
Находим D x (0; 0; 5), В(8; л/ТТ; 0), B D X(8; л/ГТ; -5),

Щ  (0; 0; -5).

Пусть а  — искомый угол между векторами B D X и

DDX, тогда
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cos а = . | —i-r =
|В Д  [•[£>£>, |

= 8 0 + V l l  0 + (-5) (-5) _
7в2 -г (л/ТТ)2 + (-5)2 ■ VO2 + О2 - (-5)2

_  25 5 5 1 , _ —  _ — = —  = — откуда а = 60°.
V64 + 11-25 -5 л/100 10 2

О т в е т :  60°.

11. Основание прямой четырехугольной призмы 
A BC D A XB XCXD X — прямоугольник ABCD, где А В  = л/ГТ, 
ВС  = 3.

Найдите угол между плоскостями грани D D XCXC и 
плоскостью , проходящ ей через середину ребра 
ВС  _L А ХС, если известно, что расстояние между пря­
мыми D XB X и АС  равно л/б.

Точку D  примем за начало прямоугольной системы 
координат, т. е. D  (0; 0; 0). Стороны DA, DC и D D X при­
мем соответственно за оси X , Y, Z.

Найдем высоту призмы. По условию задачи рас­
стояние между прямыми D XB X и АС равно л/б. Заме­
тим, что прямые D XB X и АС — скрещивающиеся, тогда 
расстояние между ними равно длине их общего пер­
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пендикуляра, т. е. ООх, где О и О, — точки пересече­
ния соответственно диагоналей нижнего и верхнего 
оснований призмы.

Итак, OOj = D D X = л/б.
Заметим, что нормаль к плоскости грани D D XCXC — 

это любой вектор, перпендикулярный к ней, напри­
мер, D A {3; 0; 0), или вектор nx (1; 0; 0). Если  пло­
скость перпендикулярна прямой А ХС, то А ХС и есть 
нормаль к этой плоскости.

Найдем координаты точек А х и С.
Д (3 ; 0; л/б), С(0; л/П; 0), тогда

Д С (-3; -л/ГТ; -л/б), где А ХС = пг. Теперь находим ис­
комый угол

| " Г " 2|cos а =

где [л, -л2| = |l-(-3) + 0-(-л/ГТ) + 0-(-л/б)[ = | —3| = 3,

|щ| = л/12 +02 +02 =1,

Д  = у1(~ З)2 + ( - T i l ) 2 +(-л/б)2" = 5.

3 3 3Следовательно, cosa = = —, откуда a = arccos — .
1-5 5 5

О т в е т :  arccos — .
5

13.4. Расстояние от точки до прямой
Для определения расстояния от точки до прямой 

обычно рассматривают треугольник, одной из вершин 
которого является данная точка, а две другие лежат

на прямой, тогда искомое расстояние находят как вы ­
соту этого треугольника.

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач •»> 221

Пусть вершины А, В  и С имеют координаты:
А  (-Со УдI 2д), В  (хв; ув, zB), С (хс, ус, zc).
Расстояние от точки С до стороны А В  — это длина 

перпендикуляра CD, опущенного из вершины С на 
прямую, содержащую сторону А В .

Тогда А В  (хв - хА; ув - уА, zB - zA),

АС  (хс ~ хА, ус уА, zc
Пусть а — угол между векторами, тогда

( a b a c )
cos а :

\a b \-\a c \

Значит, sin а = л/ 1-cos2 а.

Из ДАВС С В  = AC sin а = Ia c I sin а.

Если Z.CAB = а > 90°, то cos а < 0. В  этом случае 
длину С В  находим из ACAD, где ZCAD  — искомый 
угол между АС и А В .
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12. Основанием прямоугольного параллелепипеда 
A ...D l является  ромб, сторона которого равна 6л/з,
а острый угол — 60°.

Найдите расстояние от точки  А  до прямой В 1С1, 
если высота параллелепипеда равна 10.

2

В

Поместим начало системы координат в точке О 
пересечения диагоналей АС  и B D  ромба A BC D , а оси 
направим вдоль диагоналей.

В  АА О В  О В = — А В  = Зл/З (по свойству катета, ле- 
2

жащего против угла 30°).

Разлел IV. Решения наиболее трулных залач •»» 223

/я
АО = А В  ■ cos 30° = 6л/3 — = 9.

2
Найдем координаты точек А, В ,, С1:
А  (0; -9; 0), В , (Зл/З; 0; 10), С, (0; 9; 10).

Теперь найдем координаты векторов АВ, и В,С, :

АВ,(Зл/З; 9; 10), В,С,(-Зл/3; 9; 0), тогда

|аВ,| = 7(3>/3)2^92 -102 = л/27 т 81-100 =4%/l3;

1в Д |  = л/(-Зл/3)2-г 92 = V27 + 81 = л/108 =б7з.

cos ZAB, С, = , А В \ В 'С'
lABjj-jBjC,! 

3л/3(-3л/3) +9-9 + 0 54
4л/13-6л/з 24л/39 4л/39 '

Значит, sin ZABjC, = /1- ^
4л/39 4 V 13

Искомое расстояние d от точки А  до прямой В 1С1
1 1 Шбудетравно rf = |AB1|-sin ZABjC, = 4>/l3 •— = л/181. 

О т в е т :  л/181.

13.5. Расстояние от точки до плоскости
Для нахождения расстояния от точки до плоскости 

обычно опускают перпендикуляр из этой точки  на 
данную плоскость и затем находят длину этого пер­
пендикуляра.
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Пусть р — расстояние от точки М 0 (х0; у0; z0) до пло­
скости ах -г by + cz + d = 0, тогда

Iах0 ~bya -cz0 ed\
P = J

л/а2 ~b2 - с2"
Рассмотрим примеры на нахождение расстояния от 

точки до плоскости.

13. В  единичном кубе A ...D X найдите расстояние от 
точки А  до плоскости C B XD X.

Введем прямоугольную  систему координат так, 
чтобы точка D служила ее началом.

Расстояние от точки М 0 (х0; у0; z0) до плоскости 
ах 4- by + cz + d определяется по формуле 

_\ax0+by0~cz0+d\
(1)

В  данном случае роль точки М 0 играет точка А  (0; 1; 0), 
т. е. х0 = 0, у0 = 1, za = 0.

Нам надо найти значения а, Ь, с и d в уравнении 
ах + by + cz -г d = 0 плоскости C B 1D 1, где С (1; 0; 0), 
В х (1; 1; 1), D x (0; 0; 1). Для удобства возьмем d = 1.
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Имеем систему уравнений:
[0 -а + 0-6 + 1 -с + 1 = 0 , ( с + 1 = 0 , [а = -1,
<il-<2- l -6 + l-c = l  = 0, <ja-rft + c + l  = 0, \b = l,
A-a-0-6 + 0-c + l  = 0; a ■ 1 0; !_с = -1.

У чи ты вая  формулу (1), значения a, Ь с и координа­
ты  точки  А  (0; 1; 0), находим искомое расстояние от 
точки А  до плоскости CBXD X.

|-1-0 + 1-1 + ( - 1 ) - 0  + 1|_ 2 

л/(-1)2 - 1  = ( - 1 ) 2 л/3'

2О т в е т : —==.
S

14. В  основании прямоугольного параллелепипеда 
A B C D A xB lC xD l л е ж и т  п р я м о уго л ьн и к  AB CD,  где
АВ = Зл/б, ВС = х[ё- Высота параллелепипеда АА, = 4\/3. 

Найдите расстояние от точки D до плоскости A D XC.

Точку D  примем за начало прямоугольной системы 
координат, а координатные оси направим по прямым
DA, DC и D D X, тогда D (0; 0; 0), В , (0; 0; 4л/3),

А (л/б; 0; 0), С (0; Зл/б; 0).
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Запишем уравнение плоскости AD,C, для чего под­
ставим координаты точек О,, А  и С в уравнение плос­
кости ax + by + cz -f d = 0. Имеем:

! а ■ 0 + 5• 0 -i-с ■ 4л/з +d = 0, Г4л/3с + а! = 0,

\ а л/б -& 0 + с 0 * d = 0, <\[6a + d = 0,I I
' а ОтЬ-Зл/б rC '0  + d = 0; \3\[6b~d = 0.i Л

Выберем для удобства d = -л/б, тогда получим:

V2
f 4л/3с = л/6, 

< \/ба = л/б, 

3>/бЬ = л/б;

(
I с 
\ 4
3 а = 1,

_ 1.
~ 3 -

Искомое расстояние р от точки М 0 (х0; г/0; z0) до плос­
кости ах + by + cz + d находим по формуле

\axn+byn+cz0 + d\> — -—  ---—---   !■, где роль точки М 0 играет точ-Р =
л/а2 +Ь2 +с2 

ка D  (0; 0; 0), тогда получим

Р =

1-0 + --0 + — -0->/б 
3 4 Тб 12л/б 12л/267

'■s/T* 
4V У

>/178 >/178
12

89

12л/267 ч „О т в е т :  ------- = 2,2.
89

13.6. Расстояние между двумя прямыми
Для определения расстояния между скрещивающи­

мися прямыми а и b можно поступить так.
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Через одну из прямых, например а, и некоторую 
точку М  проведем плоскость а, и в плоскости а через 
точку М  проведем прямую а, ]! а. Теперь через прямые 
а, и b проведем плоскость р. Поскольку а || а,, то а jj [3. 
Расстояние АА, равно расстоянию между скрещиваю­
щимися прямыми a mb.

Следовательно, нахождение расстояния между 
скрещивающимися прямыми сводится к задаче нахо­
ждения расстояния от точки до плоскости.

15. (см. №  268) В  правильной треугольной призме 
А В С А ХВ 1С1, все ребра которой равны 1, найдите рас­
стояние между прямыми А В  и С В 1.

Введем систему координат так, как показано на 
рисунке.

В  этом случае координаты точки D  и точек А ,, В 1 
и С, задающих плоскость A ^ B fi, будут определяться 
наиболее простым способом, так как будут содержать 
максимум нулей, что облегчит вычисления.

По условию задачи все ребра равны 1, тогда имеем

A ^ 0 ; - | ; l j ,  B ^ 0; | ; l j ,  c f ^ ;  0; о ],  D  (0; 0 ; 0).

К а к  и звестно , уравнение пло скости  имеет вид 
ах + by + cz + d = 0, а расстояние р от точки М 0 (х0; у0; z0) 
до плоскости вычисляется по формуле
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Примем d, = 1 и подставим координаты точек А 1, В 1 
и С в уравнение плоскости. Имеем систему уравнений:

( г 1
2О а  6 + с + 1 = 0 ,

2

0 а  + —-6 + с + 1 = 0,
’ 2

73 а + 0 Ь  + 0 с  + 1 = 0;
2

, 1
:--- Ь-с + 1 = 0 ,

2

2
7з
2

' - гС + 1 = 0, 

■а т 1 = 0 ;

7 з ’
ь = о,
с = -1.

Подставляя значения а, Ь, с и координаты точки D 
в формулу ( 1 ), находим

J L . ( U 0 0  + ( - l )0  + l| г -  г—
7 з   I = /з _ V21

1 [7 '  V7 ~ 7+ 0 + 1 1

Ответ: V21

Ответы

§ 1. Угод между двумя прямыми

1. 90°. соCM 72
2. 90°.
3. 45°.

arccos-- .
4

4. a rcco s- i. 24. 1arccos — .
7з 4

5. 90°. 25. arccos 0,7.
6. 60°. 26. 72
7. 60°.
8. 60°.

arccos-- .
4

9. 60°. 27. 1arccos — .
10. arccos —т=.

7з
4

28. 90°.
1 1 . 60°. 29. 45°.
12. 90°. 30. 45°.
13. 60°. 31. 60°.
14. 90°. 32. 60°.

1arccos—j=.1 33.15. arccos—
S 75

16. 60°. 34. 572arccos---17. 90°. 8
18. arctg V2 .

35. 1arccos —.
19. 60°.
20. 45°.

4
3

72 36. arccos — .
21. arccos-- .

4

37.

4

72
1 arccos-- .22. arccos — .
4

8
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38. arccos - }— .
710

„  350. arccos — .
4

39. 90°.

40. arccos —7=-.
s

41. 90°.

R1 S51. arccos--
4

s52. arccos--
лп S42. arccos-- .

10

43. arccos-4L.
V 5

144. arccos — .
5

4
53. 90°.
СЛ V254. arccos-- .

3

c:* S5b. arccos-- .
6

45. arccos — .
8

56. arccos -4=.
Тб

46. arccos — .
5

57. arctg 72.
58. 30°.

„  14/. arccos—pr.
V5

59. 60°.

6 0 . ^ .
4

7248. arccos — .
4 61. i .

4
3

49. arccos — .
4

62. 60°.

§ 2. Угол между прямой и плоскостью
63. 45°. 1
64. 30°. 67- a rc tg -^ .
65. 30°.
66. 45°. 68. 0°.
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69. arctg72.

170. arctg

71. 0°.
S '

72. arctg —f=.
72

73. arcsin

74. arcsin

75. arcsin

7з‘
_1_
7з‘
l

S '
76. 30°.

77. arctg

78. arctg

S '

s
™  4. S79. arctg — .

2
80. 60°.

Oi • S81. arcsin — .
4

82. arcsin V21

86. 30°.

87. arctg

88. 60°.

89. arcsin s
*  s90. arctg — .

2
91. 45°.

О

92. arcsin
742 '

93. arctg 1,5.
494. arcsin

95. arcsin

>/26

3
4 '

96. 60°.
97. 45°.
98. 60°.

• S99. arcsin — .
4

. T l5100. arcsin---

101. arccos-
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104. Sarccos-- .
3

108. л/15
5

105. . Sarcsm -- .
3

109. 3
л/15

106. 1arcsin — .
л/3

110. л/15
10

107. 1arccos-^ .
л/3

§ 3. Угол между двумя плоскостями

111. 90°.
112. 90°.
113. 90°.
114. 45°.
115. arctg л/2.

116. arctg л/2.

117. 90°.
118. 60°.
119. arctg л/2.

120. arccos —.
3

121. arctg л/2.

122. 60°.

123. arcsin

124. 60°.
125. 90°.

л/3

126. arccos
л/3'

127. arccos —.
7

S '
128. arctg

129. 60°.
130. 120°.
131. 90°.
132. 90°.
133. 60°.
134. 30°.
135. 30°.
136. 45°.

137. arctg—т= ■ 
л/3

138. arctg
S '
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139. 1arccos — . 
7

146.

2140. arctg — .
3 147.

141. . 2 arctg —. 
3

148.
149.

142. 60°. 150.

143. 30°. 151.
144. 45°.

145.
1arccos — .

( 1;! - -  , 
V 3 ;

1
' S '

§ 4. Расстояние от точки до прямой

152' ^  1 6 2 ^153. л/2. 162' з ‘
154.1. г=

155. S .  163' V '

156' Х  ^ 4 . | .

S  165. 1.157.
1 6 6 .2 1 ,

158. 1. 2
159. л/2. /у

167. — .
л/б 2

160. — .
3

161.
1 6 8 .2 ! .

_7б 2

169. А
2

3
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170.

171.

T l4  
4

714 
4

172. 1.
173. 7з.
174. 2.
175. 73.

176. 7з.
177. 1.

7з 
2 '

179. 1.

180.

181. - .
2

178.

182.

183.

7з
2

7з
2

184. 2.
185. 2.

186. — .
2

187. 714

188. 73.

189.
2

190. 1.
Тзо191,

192.

193.

5 

_2_ 
75 '

739

194. 72.

2^ 
2 ‘

77

195.

196.
2

197. 73.

1 9 8 .2 ^ ,
5

199. -|=- 
75.

200. 2.
715201 .

202 .

4

ТГз

203. 7з.

Ответы •»> 23э

204. 205. ^ .

§ 5. Расстояние от точки до плоскости

206.1 . 219.1.
207.1 .  7з

208. 2

213.

7 Г

217. =.
7з

2 1 8 .

220.
S '
х 221. 721

209. ~ .  7
72
1 222 . 721

210. 7
72

721
2 1 1 . 7

S
1 223.

721
212- Т Г  7

1 224.

J _  225-
S '

214. — - 226

721
7

S i
7

227. 1.
215- 228. 73.

2 229. 7з.
216 ‘ 7 з ' гзо. 1.

1 231, ^

1 232.
S '

2

7з
2
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233. — . 241. — .
2 4

234. 242. —2

235.
2

236. 4-
S

3

243.

244.

2

2\fl5

237. 245.
2 %/39

246.238. ол«
2

239. — . 247.

240. -
V5

4 ' Т39 ’
1

§ 6. Расстояние между двумя прямыми
1

S
248. 1. 1
249. 1. 257.
250. 1.
251. Я .  258 —

252. - i-  1
v2 OCQ

л/б

259.
, 7 з ‘

253.
^  260. - L .

254. 1.
255. 1. 1

261' Л Г

Ответы •»» 237

262. —  277' ' f t '
S ' 278. л/3.

263. 1.
73 279. -.264. 2

265. f .  28°- f

266. Ж .  281- Т '

267. -*=■
v 5 S o

282. л/3.

283.
268. _

7  >/21

10

284.
269. — . г

2 л/б

7

J285.
R  з

270.
2 286. 21
R  3

271. 2— .
2 287.

272. 1. 2

273. S  288. arctg л/2.
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§ 7. Плошали сечений многогранников 

292.
7 2 '

294.

295.

296.

297.

298.

299.

300.

301.

Те
2

Те
2

7^17
24

S
2

3721
16

зТз
~ Т ~ '

9
8 '

9
8 ‘

9

25

293- Ж  306. 221.

307.

4

21
16

308. л/5.

309. л/2.

310. V5

311.

2

л/17
2

312. 0,5.

313. Зл/Гэ

314.

16

Зл/7

315.

16 '

7з

316.

2

Зл/19
302. 16ft

4
27л/б 318.2.

50 ' 319. Тб.

303. л/2. 317-

304.

Ответы •»» 239

320. 3. Зл/ГТ
321. л/6. 330. — —16

322. Зл/7
331.4 16

323. Зл/7 332. 0,5.
4 333. 12л/2.

324. 0,25.
л/3

334. 12л/2.
325. 16 ' 335. 4л/5.

72 336. 8л/5.
326.

337. 6л/з.~ Т '

327. 7 п 338. 12.
16 ' 339. 2л/б.

328. 0,5.
_ _ _ Зл/ГТ

340. 12л/2.
329. 16 341. 8л/5.

342. 8л/13.

§ 8. Плошали поверхностей врашения 
плоских фигур

343. 2л. 350. 6л/бл.
344. 72л.

л/2л.351.
345. 4л/2л.

72л.352.346. 12л.
347. 4л. 353. 2л/5л.
348. 4л.

6л24л 354.349. —=-.
л/5 л/б

355. 270л.
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356. 1440л. 363. 4л.
357. 14л. 364. л/Зл.358. 26,4л.
359. 40л. 365. я.
360. 25л. 366. 6л.

Зл 367. 4л.
361. U 1  ̂

4 368. Зл.4 369. Зя.
362. л/з л. 370. 12л.

371. 6л.

§ 9. Объемы тел вращения плоских фигур

372.
S '

373. Зл. 385

л/б '

я

383. 280л. 
384.3400я.

S n  
12 '374. 2я.

375. п. 386. 12л .

376. i i .  387. 1-33±,
О

377. 2^5л. 38 8 ‘ 32тс-
л/3 я389.378. - . 24

^2л 390. f
379. -— . 4

6

V2 я 3 9 1 . ^ .
380. 4

12
З ^ я

4я 392. —— .381. — . 4
3 393. я.

5тг394. —
15 4

382. 4 ^ 1 . 394. 5
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395. ±1. 402.
з 4

396. — . 403' 9- г
3 404.

7я 13397. — .
3 405. 7я.

406. 5я.
393. — . 4я3 407. т .

3" -  Т  408. 41.
3

4 0 0 - -■ 4я4 409. — .
3

401.
12

§ 10. Объемы тел вращения многогранников

410.2,. ^
415. --- .

411 .- . 6
2

412. я. 416.
3

413‘ 3 ‘ 417. 80я.

7,471 >/2тГ414. ---
12

418. 104я.

§11. Многогранники

419.125. 422.108.
420. 4. 423. 5.
421.4. 424.4.
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425. 4.
426. 6.
427. 512.
428. 98.
429. 272.
430. 2.

8431. -?=.
7з

432. 61.
433. 5 .

434. 45°.
435. 45°.
436. 4.
437. 320.

438. — .
8

439. arctg 7.
440. 4.
441. 69.
442. 10.

, 15443. arctg — .
4

444. 2\[з.
445. 2.
446. 10.
447. 3.
448. 4.
449. 4.
450. 1.
451. 3.
452. 2^3.
453. 2,5.

454. Тб

455.
2

4.
456. arctg 0,6.
457. 45°.
458. 2.
459. 13.

460. ТГ7

461.

4

192 + 3276.
462. 6 и 3 или 4 и 7.
463. 72.

464. J  sin а
V 7cos 2а 
22.465.

466. 9.

467. 1arcsm ■ ,—  .

468.

T io

72.
469. 2.
470. 60°.
471. 26.
472. 10.
473. 791.
474. 72.
475. 180.

476. 3715

477.
50

21.
478. 18.
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479. 8. J q
480. 5. 499.

. 7l054 8 1 .— — . 500.4.
27

482. 2. 501. arctg

492. к/2 
6

493. 3.

498.

4

472
11483. 144.

484. 192. 502. 3,4.
485.81. 1

I -  503. arctg —  .

486. бТз. 8
487. 3. 2

723 504' 7 з '488. arctg ^
5 505. 12.

л /77 506- 3-
489. 507. 36.

7 508. 20.

490. -^ L . 509.
723 48

491. arctgV2. 51()  ̂Л (л/з + 1)_
12

511. 9,5.
512. 109.

Тб 5 1 3 . ^
494. — . 12

8
514. 54.

4 9 5 .1 ^ . 5J5-J3-
g  516. 8 .

517. 32.
13739 518.48.

12 ' 519.540.

497. 24. 520. — .
12
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521.

522.

523.

524.

525.

526.
527.

528.

529.

530.

531.

532.
533.
534.
535.
536.

558.
559.
560.
561.
562.

2 5 3 7 .872.
о • 538. 342.

7 /9
V23 539-

1.
i/s

2

540.
6

сум 14541. — .
9

2 542. 2 и 8.
з '
384. 543. 3 7 5 .

2
324.
S с л л 3^39 544. -----
12 ‘ 2

1 545. 6.1 .
1arccos—̂ .

546. 384.
547. 1.

л/3 548. 298.
549. 294.
550. 66.

12 ' 5 5 1 .116.
9. 552. 31.
26. 553. 129.
768. 554. 21.
98. 555. 41.
13. 556. 7.

557. 5.

§12. Фигуры вращения

9. 563. 9.
5. 564. 175.
6. 565. 5.
3. 566. 225.
27. 567. 36.

568. 50.
569. 0,25.
570. 17.
5 7 1 .45.
572. 42.
573. 507.
574. 27.
575. 72.
576. 2,4.
577. 0,25.
578. 'ifтг-1.
579. 71.
580. 9л.
581. 3.
582. 500.
583. 100V2.
584. 30.
585. 220,5.
586. 5.
587. 8.
588. 84л.
589. 63л._____________
590. aN/ ( lW 2 K 1 W 3 )

5 9 1 .100л.
592. 13,75.
593. 6.
594. 16.
595. 108.
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596. 8.
597. 0,5625.
598. 36.
599. 12,5.
600. 300.

601. —  (у/з + 1).
48

603. 7,5.
604. 100.
605. 4.
606. 54.

607. —  (-У3т1).
8

608. 72.
609. 18.
610. 2л(л/з 4-1).

611. 780л.
612. 52л.
613. 294л.
614. 150.
615. 1,5.

616. — (>/3 + 1).
48

617. 36л(5-зТ2).

§13. Дополнительные задачи
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625. 8.
626. 8.

627.
2

628. 13 : 12.

629. — .

630.
631.
632.
633.
634.
635.
636.
637.
638.

24.
2л.
3.
12 .
84.
7.
100.
360.
30.

639. arctg

640.

641.

642.

643.
644.
645.

646.

647.
648.

arccos-

о
48'

7

1.

arctg

15

15
16'

arctg 3.
4.
arccos 0,6. 

23arccos — . 
27

45°.
3024.

649. —(13-765).

9 l 4
651. 60°.
652. 76.
653. 2 : 3.
654. 60°.

655. CM= 5, CD = 16 
3 '

656. arc tg — Js 7 з (2,т - 7 з ). 
6

657.

658.

659.

686
9

19-гбТ2
17

40

660.

T i l '

77102 
10

661. 2721. 
662. 2 : 11.
663. 2Тб.

664. М .
3

665. a .
19

666. 3273.

667. 7 7 .
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668 .
48
73

669. 5Тб, arccos — .
5

670. 30°.

671. 57310
13

672. 4.
4673. arctg — .

674.

675. arccos

676. 90°.

7зо 
10 '

677. М .
13

678. 72.
. зТзэ679. arcsm .

26

2735680. arcsin
15

681. arccos — .
41

682. arccos 7зз
11

683. 1 + 72.
R

684. —  (1 + 7б).
4

§ 14. Применение метода координат

685. arccos

686. arccos

687. 90°.

688. arccos

272
3

3715
20

742
21

689. 721

690. arcsin —.
4

691. arcsin

692. arctg

TTo '

372
8

• >/2693. arcsin — .
6

694. 30°.
•695. arcsin---

5

696. arccos — .
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697.

698.

л/285 епп 3arccos 699. arccos — .1 r\ ~

arccos-
10

19 5

V30 7nn 2700. arccos — .
3
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